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研究成果の概要（和文）：私の研究は, 作用素不等式またはノルム不等式で定義された非正規作
用素族についての特徴づけであるが, 本補助金による研究期間での主要な成果は以下の２点で
ある. 
(1) スペクトラムの孤立点と対応するリース射影の研究では, (p,k)－クェーサイハイポノーマ 
ル作用素のスペクトラム の 0 以外の孤立点は固有値であり, 対応するリース射影は直交射影
となり, その像が固有空間に一致すること, この応用としてこの作用素のスペクトラムとワイ
ル・スペクトラムの差集合が重複度有限の孤立固有値全体の集合に一致すること(ワイルの定
理)を示した. また同様の結果がクェーサイクラスＡ(ｐ, ｋ)でも成立することを示した. 
(2)Bishop’s property (β) や single valued extension property (SVEP) に関する研究として
は, 作用素の(近似点)スペクトラムに関する性質 (Ⅰ), (Ⅰ’), (Ⅱ) を定義し, これらの性質を持
つ作用素は Bishop’s property (β) と SVEP を持つこと, 系として paranormal operator が
これらの性質を持つことを示した. この結果を, バーコフ・ジェームズの直交性という概念を
取り入れることで hereditarily normaloid というさらに広い作用素族まで拡張した. 
 
研究成果の概要（英文）：My research is to characterize the classes of operators which are 
defined by operator inequalities or operator norm inequalities. The following two results 
are main results in this period: 
 
(1) We show that for a (p,k)-pquasihyponormal operator T and a non-zero isolated point λ
of its spectrum, λis an eigenvalue of T and the Riesz idempotent E is self-adjoint whose 
image is equal to the kernel of T－λ . As a corollary, we obtain that every 
(p,k)-quasihyponormal operator satisfies Weyl’s theorem,  
(2) We define three properties  (Ⅰ), (Ⅰ’), (Ⅱ) of (approximate point) spectrum of operators 
and show that every operator with at least one of these properties has Bishop’s property 
(β) and (SVEP), moreover, we show that every paranormal operator has Bishop’s property 
(β) and (SVEP). By using Birkoff-James orthogonality, we extend property (Ⅱ) and show 
that every operator with this property has Bishop’s property (β) and (SVEP). As a corollary, 
we obtain that every hereditarily normaloid operator has Bishop’s property (β) and 
(SVEP). 
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キーワード：作用素論 
 
１． 研究開始当初の背景 
正規作用素はヒルベルト空間上の誘拐
線形作用素の中で最も重要な作用素の
一つである. この正規作用素の条件を弱
めることで様々な非正規作用素族が定
義される. これらの非正規作用素の研究
はこの 50 年間作用素論の主要な話題の
一つである. 具体的には, これらがどの
ような性質を持っているか, 特に, 正規
作用素のどのような性質を受け継いで
いるか, または正規作用素のどのような
性質が失われたかを研究するのが主流
である.1970 年にパットナムがハイポノ
ーマル作用素（自己交換子≧０となる作
用素）の自己交換子の作用素ノルムの値
は、そのハイポノーマル作用素のスペク
トラムの２次元ルベーグ測度を円周率
πで割った値以下であること(パットナ
ムの不等式)を示し、1973年にはバーガ
ー・ショーが作用素ノルムを跡ノルムに
拡張した評価式(バーガー・ショーの不等
式)を示した。これ等の結果は単にハイポ
ノーマル作用素の非正規性の度合いを
評価しただけでなく、代数的に定義され
た非正規作用素に積分論が密接に関わ
っていることを明らかにした点で驚く
べき結果である。また 1978 年にブラウ
ンが、作用素論の大問題である不変部分
空間問題をサブノーマル作用素(正規作
用素への拡大を持つような作用素)に関
して肯定的(非自明な不変部分空間を持
つ)に解いた後、多くの研究者が研究対象
としてハイポノーマル作用素(サブノー
マルはハイポノーマルの部分族)を選び
研究が発展した。しかし、不変部分空間
問題がハイポノーマルでは未解決であ
ることが原因なのか、ハイポノーマルを
含む非正規作用素族へ研究を移行した
者は少ない。私は、正規作用素には不変
部分空間を持つこと以外にも多くの重
要な性質を持つことに着目し、非正規作
用素が正規作用素(あるいはハイポノー
マル作用素)のどのような性質を受け継
ぎ、どのような性質を失っているかとい
う観点で研究対象にハイポノーマル作
用素を含むような非正規作用素族を選
んだ。具体的には、正規作用素に関する
フグレデ・パットナムの定理、ワイルの
定理、固有値または近似固有値の正規性、
相異なる固有値に属する固有空間どう
しの直交性、スペクトラムの孤立点が固

有値になること、および対応するリース
射影作用素がその固有値に属する固有
空間への直交射影になること、一般化さ
れたスペクトル写像定理、single valued 
extension property(略してＳＶＥP)及
びビッショプの性質(β)などに着目し, 
定義はされているがあまり深く研究さ
れていなかった種々の作用素族につい
て, 上記の性質について作用素のスペク
トラムの性質を手掛かりに研究を始め
たのが出発点である. 今回の科学研究費
補助金による研究開始までに以下のよ
うな結果(一例)を得ている. 正規作用素
の double commute という重要な性質
を導くフグレデ・パットナムの定理につ
いては M－ハイポノーマル, クラス Y, 
ｐ－ハイポノーマル, Log－ハイポノー
マルといった非正規作用素族にも拡張
されることを示し, 正規作用素のワイル
の定理については, M－ハイポノーマル, 
クラス A, ｐ－ハイポノーマル,ｐ－ク
ェーサイハイポノーマルまで拡張し, 非
正規性を図る目安である自己交換子の
ノルムをスペクトラム上の積分で評価
するパットナム型不等式やバーガー・シ
ョウ型不等式については, ｐ－ハイポノ
ーマルやｐ－クェーサイハイポノーマ
ルの場合まで拡張した.  
  

 
２． 研究の目的 
ヒルベルト空間上のパラノーマル作用
素およびその部分族について,ハイポノ
ーマル同様深い結果を得ること, これら
の作用素が正規作用素のどのような性
質を受け継ぎ, また, どのような性質を
失っているのか研究する. 対象を広げる
ことで正規作用素の種々の性質に本質
的に関係している(スペクトラム等の)性
質が得られると期待している. 正規作用
素やハイポノーマル作用素の性質であ
るフグレデ・パットナムの定理, ワイル
の定理, パットナム型およびバーガー・
ショウ型不等式, スペクトラムの孤立点
が固有値であること, スペクトラムの孤
立点と対応するリース射影の自己共役
性, 一般化されたスペクトル写像定理, 
ビショップの性質(β)や single valued 
extension property (SVEP) について
種々の非正規作用素がこれらの性質を
持つかどうか調べる.  



 
３． 研究の方法 
研究対象として取り上げる正規作用素 
(またはハイポノーマル)の性質P(ワイル
の定理, フグレデ・パットナムの定理,  
リース射影の直交性, ・・・) について, 
 
<1> 性質 Pを持つ作用素族を幾つか見  

つける 
     <2> <1>で得られた作用素族の共通する 

性質(Qとする)で「Q⇒P」を満たす 
ものを見つける 

   
   を繰り返し行っている. 性質Ｐを持つ 

ような非正規作用素族が多く見つかれ
ば、それらの共通性質Ｑは弱まり最終的
には性質Ｐに本質的に関係している条
件等が得られると期待される. このよう
に性質 P を持つような作用素族を多く
見つけそれらに共通するスペクトラム
の性質 Q を調べるのが私の研究手法で
ある. 
 

４． 研究成果 
私の研究は先に述べたように, 作用素

不等式またはノルム不等式で定義され

た正規作用素を含むような非正規作用

素族の特徴付けであり, 正規作用素の

どのような性質を受け継ぎどのような

性質を失っているか, 受け継いでいる

性質に本質的に係わっている(スペクト

ラム)の性質は何かを探ることである. 

上記の手法で, リース射影の自己共役

性については、初期の段階では、性質Ｑ

は固有値の正規性（ハイポノーマル、ｐ

－ハイポノーマル、Ｌｏｇ－ハイポノー

マルの共通性質）であったがこれが、０

以外の固有値の正規性（ｗ－ハイポノー

マル、クラスＡ、ｐ－クウェーサイハイ

ポノーマル、クラスＡ(ｓ，ｔ)、（ｐ，ｋ）
－クェーサイハイポノーマルの共通性

質）と弱まり、最終的には、０以外のス

ペクトラムの孤立点が正規固有値にな

る（上記の作用素族およびパラノーマル

の共通性質）という本質的条件とそれを

持つ作用素族の例（パラノーマル）が得

られた。また、ビショップの性質（β）

に関しては、初期の段階では、性質Ｑは

固有値の正規性、これが０以外の固有値

の正規性となり、最終的には、相異なる

近似固有値に対応する固有空間（バーバ

リアンの手法で可分でないヒルベルト

空間に持ち上げて得られる固有空間）が

互いに直交という本質的な条件とそれ

を持つ作用素族の例（パラノーマル）が 

 
得られた。 

 
今回の科学研究費補助金の研究期間で

は以下の 2つが主要な結果である.  
 
①  スペクトラムの孤立点と対応するリ 
ース射影の研究では, (p,k)-クェーサイ
ハイポノーマル作用素について一般化

されたスペクトル写像定理を示すこと

で, スペクトラム の 0 以外の孤立点は
固有値であり, 対応するリース射影は直
交射影となり, その像が固有空間に一致
すること,および, この作用素のクェー
サイ冪零部分がリース射影の像すなわ

ち固有空間に一致することを示した. こ
の応用として、この作用素のスペクトラ

ムとワイル・スペクトラムの差集合が重

複度有限の孤立固有値全体の集合に一

致すること(ワイルの定理)を示した. ま
た quasi-class(A, k) というもっと大き
な作用素でも0以外のスペクトラムの孤
立点は固有値であり, 対応するリース射
影が直交射影かつその像が固有空間に

なること, および, ワイルの定理が聖知
るすることを示した.  
②Bishop’s property (β ) や  single 
valued extension property (SVEP) に
関する研究としては, 作用素の(近似点)
スペクトラムに関する性質 (Ⅰ), (Ⅰ’), 
(Ⅱ) を定義し, これらの性質を持つ作
用素は Bishop’s property (β) と SVEP 
を持つこと , 系として  paranormal 
operator がこれらの性質を持つことを
示した. ここで, 性質(Ⅰ)は固有値の正
規性を一般化した性質で近似固有値が

正規近似固有値であること, 性質(Ⅰ’)は
0以外の固有値の正規性を一般化した性
質で0以外の近似固有値が正規近似固有
値であること, さらに, 性質(Ⅱ)は相異
なる固有値に対応する固有空間が互い

に直交するということを一般化した性

質で相異なる近似固有値に対応する近

似固有(単位)ベクトル列は近似的に直交
する(内積が０に収束)ということである. 
正規作用素, ハイポノーマル, ｐ－ハイ
ポノーマル, Log－ハイポノーマルが性
質(Ⅰ)を持ち, ｗ－ハイポノーマル, ク
ラス A, クラス A(s,t), ｐ－クェーサイ
ハイポノーマル, (p, k)―クェーサイハ
イポノーマル等が性質(Ⅰ’)を持つ.  
パラノーマルは一般に性質(Ⅰ)，(Ⅰ’)を
持たないが, 今回の研究で性質(Ⅱ)を持



つことも示している. 性質(Ⅱ)の直交(内
積＝０)をバーコフ・ジェームズの直交性
という概念に取り換えることで 
hereditarily normaloid というさらに
広い作用素族まで Bishop’s property 
(β) や ＳＶＥＰを拡張した.この概念
はバナッハ空間でも用いることができ

るのでバナッハ空間での hereditarily 
normaloid 作用素についても Bishop’s 
property (β) や ＳＶＥＰが示せたこ
とになる. 
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