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１．研究計画の概要 

A 型の Macdonald 多項式については Pieri 公式

がよくわかっており、それによって明示的公式が

導かれている。しかし、A 型以外のの Macdonald

多項式や Koornwinder 多項式に対しては、Pieri

公式の研究が十分には進められていないのが

現状である。本研究の目的は、Macdonald 多項

式、Koornwinder 多項式などの多変数の直交多

項式の明示的公式を見いだすこと、量子群など

の何らかの代数的構造を軸にして全体像を理解

すること、及び、それらの知見を可解格子模型

への応用することである。また、楕円関数を用い

て定義される Ruijsenaars 系に関しても理解を進

めたい。 

 

２．研究の進捗状況 

私が調べている代数的構造とは、Macdonald 差

分作用素の成す可換代数とそれに付随する核

関数関係式、Ding-Iohara の量子代数（Feigin、

橋爪、星野、白石、柳田）、変形 W 代数、及び、

Feigin-Odesskii 代数等を指す。これらの代数に

は、qと tとの二つの変形パラメータが入っている

のであるが、それが Macdonald 多項式などに含

まれるパラメータと自然に同一視される。 

 

 BC 型のルート系に関する差分作用素である

Koornwinder の差分作用素に関して、コーシー

型の核関数関係式を見つけた（野海、小森、白

石）。これを応用して、Koornwinder 多項式の明

示的公式の例を作ることができる。 

 

 Ding-Iohara の量子代数の表現論の全貌を見

定めることはまだできていないが、既に、非常に

興味深い振る舞いをする表現のクラスが見つか

ってきている。とりわけ、フォック表現、及び、そ

のテンソル積表現は基本的である。昨年度まで

の研究成果によって、A型の変形W代数の相関

関数は、対称多項式環と Feigin-Odesskii 代数

のテンソル積に値をとること、Macdonald 多項式

のタブロー和公式と密接に関係することがわか

った（Feigin、星野、柴原、白石、柳田）。 

 

 A型以外の場合、Ding-Iohara代数のような

うまい代数構造はまだよくわかっていない。

しかし、変形W代数の表現を調べると、

Macdonald多項式に関する何らかの構造が機能

しているように思われる。即ち、C型の変形W

代数の生成元の行列要素から、C型の

Macdonald多項式の明示的公式の例を予想す

ることができた。その公式は超幾何級数の変

換公式によって証明される（星野、柴原、白

石）。 

Ding-Iohara 代数の古典極限は、ある古典可

積分系を定める。この可積分方程式は、離散

Laplacian を持つ周期的な intermediate 

long wave 方程式となる（土谷,白石）。土谷

と私はこの系が 2D 戸田方程式にある簡約条

件を与えたものになることを示し、n ソリト

ン階を構成した。そして、n ソリトン階に対

して運動の積分の値を計算し、それが

Macdonald 作用素の固有値の構造と非常に似

ていることを示した。 

 

３．現在までの達成度 

２おおむね順調に進展している。 

上述の通り、Ding-Iohara 代数や変形 W 代数
の表現論を通して Macdonald 多項式やその
周辺の超幾何級数の構造を研究してきた。と
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りわけ、Ding-Iohara 代数との関わりの発見
は本研究において最も重要なことと考えて
いる。A 型の Macdonald 多項式の理論をよ
り広い設定（高いレベルの表現）の中で眺め
る視点は新しいものである。 

 A 型以外の Macdonald 多項式の理解も核
関数の理解により大きく進んだ部分がある。
そして、C 型の変形 W 代数による発見法的な
理解ももたらされている。 

 ここまでの進捗状況は順調であり、達成度
は高いと考える。2011 年度の研究において、
格子模型への応用も目指すつもりである。 

 

４．今後の研究の推進方策 
現在、AGT 予想(Alday, Gaiotto, Tachikawa)
と呼ばれる現象の類似と Ding-Iohara 代数に
ついて研究を進めている。AGT 予想の意味す
る所は、Conformal field theory の相関関数
の Nekrasov 分配関数による組合わせ的な方
法で記述であるが、そのq類似がDing-Iohara
代数で記述されると予想する。Conformal 
field theoryの格子類似として知られている
可解格子模型の相関関数の構造をこの観点
から調べる。 
 
５. 代表的な研究成果 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
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