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研究成果の概要（和文）：作用素環 M の二つの部分環の組 {A, B} に対して、コンヌ・スタ

ーマー相対エントロピー の修正版エントロピー である h(A,B) を導入し、h(A,B) の値

を通して、A と B の間の関係を解析した。具体的な例としては、M が行列環、 A, B が共

に極大部分環の時の h(A,B) の値を決定し、h(A,B) が最大である為の必要十分条件は、A 

と B が直交すること等を示した。 これらの結果を、更に、M が連続有限型因子環で、A と 

B が共に同じ有限指数の部分因子環の場合等にも拡張した。ジョーンズにより、重視され

ている指数２の部分因子環の場合には、行列環の極大部分環の時の場合に完全に相当する

結果が、成立することも示した。 

 
研究成果の概要（英文）：For a pair {A, B} of subalgebra of an operator algebra M, by  
modifying the Connes-Stormer relative entropy H(A|B), we defined h(A|B), and measured 
of distance between two algebras. For examples, in the case where M is the matrix algebra 
with the size n, then { h(A,B) ; A and B are maximal abelian subalgebras M} = [0. log n] and 
h(A,B) = log n iff A and B are mutually orthogonal. Similar result holds for pairs of 
subfactor with index 2 of type II1 factors.  
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１．研究開始当初の背景 
（１）作用素環の自己同型写像の研究は、環
の構造解析の作業と深く結びついている。非
可換な設定の下での、自己同型写像σ に対す
る不変量として、コンヌとスターマーによる

エントロピー H(σ) は、導入された。 
 
（２）最初に現れる最も基本的な非可換作

用素環は、ｎ次複素正方行列全体のなす集合
Mn に代表される In 型因子環である。又、
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その In 型因子環に於いては、自己同型写像 
σ は、全て内部自己同型写像である。 

 
（３）内部自己同型写像に対するエントロ

ピーを計算することによって、スターマーは、
作用素環のタイプが I 型であれば、その環の
全ての内部自己同型写像σ に対して、エント
ロピー H(σ) の値は、常に、零でなければな
らない事を、証明した。 

 
（４）上記（２）と（３）の事実は、最も

基本的な因子環である Mn に於いては、自己
同型写像に対するコンヌとスターマーによ
るエントロピー H(σ) 以外の手段が必要と
なることを、示唆している事になる。 

 
（５）一方、環 M の自己同型写像 σ の

エントロピーを求める為に、最初に行う重要
な作業は、M の勝手な有限次元部分環 A の
σ  による軌跡の追跡である。その軌跡をエ
ントロピーの理論を通して調べるために、M 
の二つの有限次元部分環 A と B の組に対
する相対エントロピー H( A | B ) の概念が、
導入されている。 

 
（６）上記（１）から（５）までの作用素

環の理論の枠内での状況とは、全く独立に、
数理物理の枠内での動きとして、バイストカ
ステック行列に対して、エントロピーを定義
することにより、この種の行列を解析する論
文が、現れた。バイストカステック 行列の
典型的な例は、ユニタリーから生じるユニス
トカステック 行列である。 

 
（７）ユニタリー行列 u から導入されるユ

ニストカステック 行列 b(u) は、作用素環的
見地からすれば、u が定める内部自己同型写
像 I(u) と、密接に関係しており、エントロ
ピー H(b(u)) は、内部自己同型写像 I(u) の
情報となり得る可能性があるはずだと、考え
た。 
 
 
２．研究の目的  

（１）混沌とした数学的な現象を説明する
ために、出来れば、簡単な数値を用いて作用
素環における部分環の間の相互関係の状況
の解析をすることを、目的とした。 
 
（２）その数値を導き出すものとして、当

研究に於いて取り上げたのが、エントロピー
の概念である。 
 
（３）上記背景の項で記した諸事実と状況

を念頭において、与えられた作用素環の、互
いに同型な部分環の組に対するエントロピ
ーと、その組に付随する自己同型写像から浮

上するエントロピーとの関係を解析するこ
とを目的とした。 
 
 
３．研究の方法  
（１）共同研究者との定期的なゼミを通し

て、各自の研究経過状況報告と、意見交換を
した。 
 
（２）海外をも含む作用素環・数理物理の

研究仲間と、電子メールで、結果を、知らせ
あうと共に、研究会等での、成果公表を通し
て、議論しあうことにより、 
より深い結果とする事に努めた。 
 
 
４． 研究成果 

当研究に於いては、コンヌとスターマーが導

入した作用素環（詳しくは、有限型 フォン・

ノイマン環）Ｍ の部分環 A と B の組に対

する相対エントロピー H( A | B ) の定義を

修正することにより、改めて概念  h( A | B )
を定義した。h( A | B ) は、A と B との間

の関係を測る量である。この量  h( A | B ) 
の基本的性質を調べ上げると共に、その具体

的適用例として、下記のような事実も得た： 

 

（１）① 平面幾何において、長さが ｎ の

二辺 A と B とが与えられた時に、A と B と

がなす菱形の面積を S(A,B) と記す。この時

S(A,B) の値の集合は閉区間 [0, n２ ] であり

S(A,B)= n２ となる必要十分条件は、二辺 A 

と B が直交する事である。 

 

○2  上記 ○1 で記した平面幾何学に於ける

状況に相当する事実を、作用素環 Ｍ の部分

環 A と B の組に対する相対エントロピー  

h( A | B ) に対して証明した。h( A | B ) が、

この時、 S(A,B) の役割を果たす。「辺の長

さが等しい」に相当するのは、「互いに同型

な部分環の組」と置き換えられる。 

 

○3  Mn の極大可換部分環 A と B の組  

に対して、○1  に相当する事実が ○2  で記した

考察の下で、成立することを示した。  

 

○4  Mn の極大可換部分環 A と B は、常

にユニタリー共役である事から、B は、ある

ユニタリー u を用いて、B = uA u* と表示

することが出来る。③の事実の解析に大きな

役割を果たしたのは、このユニタリー u よっ

て導かれる内部自己同型写像のもたらすエン

トロピー情報であったことに、下記（３）と

の関係から、注意したい。 



 

 

 

（２） 相対エントロピー H( A | B ) の修正

版である h( A | B )  を導入した理由は、上

記（１）における事実が、H( A | B ) では、

成立しなかったためである。 

 

（３） Mn の極大可換部分環 A と B の組

を、互いに同型な部分因子環 A と B の組 

に置き変えて、（１）の結果に相当する考察

を、行った。 

 

○1  この場合、やはり、適切なユニタリー u

存在して、B = uA u*  の型式で、表示する

ことが可能である。u(Ａ，Ｂ) でこのユニタ

リー u を記す。 

 

② このユニタリー u(Ａ，Ｂ) を部分因子環 

A との関係から、テンソル積分解することに

より密度行列を校正する方法を確立した。 

 

③ その結果（１）の ○4  で記したエントロ

ピー的情報を、この密度行列から生じるエン

トロピーに置き換えることにより、次の結果

を証明することが、出来た： 

「Mn の互いに同型な二つの部分因子環の組 

A と B とが、互いに直交するする事は、上

記ユニタリーu(Ａ，Ｂ) から導かれる密度行

列に関するエントロピーが、最大値をとるこ

とに相当する。その最大値とは、2 log n で

ある」。 

 

○4  このような部分因子環の組の解析は、情

報理論に於ける Mn の状態の解析の為に、多

くの研究が、なされているが、研究代表者が

行ったようなエントロピー的解析からは、今

まで、研究されていない。 

 

（4）I 型環の次に現れる基本的な環は、II1

型因子環と呼ばれる。II1型因子環 M の部分

因子環の内で、Jones の指数理論により、最

初に取り上げられるのは、M の外部自己同型

写像のなす有限群 G による固定点環として

現れる部分因子環 Ｎ であり、特に |G| = 2 
の場合の部分因子環全体は、完全に分類され
ている。因子環 M と部分因子環 Ｎ との、
このような包含関係の状況は M が N の G 
による接合積の状況に相当する。 
 
○1  上記の設定の下で、先ず、次の関係式

が、M の全ての内部自己同型写像 σ に対し
て成立する： 

h( N｜σ（N）)  ≦ log( |G| ). 
ただし、 |G| は群 G の濃度を表わす。 

 

○2  特に、|G| = 2 の場合には、（１）の ○1
で記した事柄に相当する事実が成立する。更

に、σ が M の内部自己同型写像を動いたと
きの h( N｜σ（N）) 全体の集合は、閉区間 
[ 0,  log 2 ] であり、h( N｜σ（N）) が最

大値 log 2 の値を取るための必要十分要件

は、二つの部分環の直交条件の拡張概念の、

commuting square 条件を満たすことだとの
結論を得た。 
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