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研究成果の概要（和文）：有限温度における一次元量子系の相関関数に関する定量的評価のため、 

量子転送行列の方法と完全 WKB 法を組み合わせる事により、 近似によらない新しい定量的方法

を確立することができた。この具体的な応用としてスピン 1/2 の量子磁性鎖に適用することに

より相関関数および量子的もつれの磁場、温度依存性等に関する多様な振る舞いを発見した。 

 
研究成果の概要（英文）：We develop a novel formulation in an exact quantitative study on 

the correlation functions of 1D quantum systems at finite temperature. This is 

accomplished  by combining the quantum transfer method and the exact WKB method.  

The formulation enables us to carry a rigorous numerical study on the quantum 

correlations. As a concrete example, we apply it to the spin 1/2 quantum XXZ chain . 

The variety of behaviors of the correlation functions and quantum entanglement is 

observed as we change the system temperature and an applied magnetic field. 
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１．研究開始当初の背景 

(1)低次元量子強相関系に関してバルクの量
を超えた様々な実験的知見が得られ始め、ま
た量子通信など近未来の情報基盤の理論的
基礎としても量子相関に対する興味がます
ます高まってきている。 

 しかしながら、比熱、帯磁率等のバルクの
量に比べ、量子相関に対する定量的な解析は
格段に困難であり、従来から相互作用の無い
場合、またはそのまわりの摂動的な取り扱い
で満足せざるをえなかった。 

 

 (2) 近年、量子群に関する研究の進展により、
この状況がかわりつつある。とくに神保・三
輪および彼らの共同研究者によりゼロ温度、
ゼロ磁場における短距離相関に関して、新し
い定量的方法論が提案された。 

 実際の実験との比較、および量子情報への
応用を視野に入れた場合、もちろん上の方法
論を有限温度、有限磁場に拡張する事が望ま
しい。 
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その方向の形式的な拡張は得られたが、その
表式は実用的な評価において困難があり、具
体的な定量的評価のスキームが求められて
いた。 

 

２．研究の目的 

(1)本研究は有限温度、有限磁場中での量子相
関において、形式的な表式を超えて定量的に
厳密に評価する方法論を確立することを目
的とする。 

 

(2) またその具体的応用として、量子もつれ
に対して定量的評価をおこない、それを用い
て、量子磁性の分野で提案された興味深い現
象である量子・古典クロスオーバーに対する
理解を深める事も試みる。 

 

３．研究の方法 

(1) 通常の定式化によると有限温度におけ
る量子系の相関関数を直接取り扱うために
は、摂動論にたよわざるをえない。本研究で
は厳密な評価を目的としているので、このよ
うな定式化は回避する。そのかわりに仮想的
な次元をひとつ新たに導入する。これにより
有限温度一次元量子系の問題を、有限サイズ
二次元古典系の問題としてとらえ直す直す
量子転送行列の方法を採用した。 
 
(2)上の書き換えにより有限系の問題を厳密
に取り扱う必要が不可避に生じる。これを直
接に取り扱う事は大変困難な作業である為、
問題をうまく選ばれた補助関数に関する解
析性の議論に帰着させる。 そこでこれらの
補助関数に対して微分方程式の解析におい
て独立に発見されていた完全WKB法を適用す
る事により量子相関関数さらに量子もつれ
を、厳密にしかも高精度に評価した。 
 
(3)具体的な計算は数式処理言語
MathematicaおよびFORMを用いておこなった。
定量的な比較の為、短いスピン鎖に関する数
値的対角化による相関関数の評価、さらに無
限長スピン鎖に対する密度繰り込み群によ
る相関関数の数値計算を平行しておこない、
比較をおこなった。 
 
４．研究成果 
(1) 相関関数の表式は結合した多重積分で
しかも非自明な積分測度を含んでおり、定量
的な評価が非常に難しいものであった。一方、
ゼロ温度では、相関関数が縮約されたKZ方
程式をみたすことより「隠れたフェルミオン
的構造」が存在し、多重積分が因子化するこ
とが見いだされていた。有限温度ではKZ方
程式の類似すら存在しておらず、因子化する
かどうかは不明であった。我々は短距離の相
関関数の表式を具体的に調べ、補助関数の満

足する積分方程式を利用する事に依り 
有限温度においても相関関数の因子化がお
こることを発見した。さらにこの因子化を一
般に仮定することにより、相関関数を、縮約
された KZ方程式により評価可能な代数的部
分と非自明な温度依存性をしめす解析的部
分に分離した。 
 

(2) さらにこの因子化仮説を利用すること

により、初めてスピン 1/2 の量子磁性鎖に対

して任意の温度、磁場下での相関関数を厳密

に、しかも定量的に評価することに成功した。

(下図参照) 

 
ここでは補助関数に成立する非線形積分方

程式を解く必要があったが、以前の共同研究

による完全WKB法に関する結果を適用する事

に依り、これを高精度でおこなうことが可能

であった。 

 

(3) 弱い強磁性量子スピン鎖に関して、有限

系の数値的体格化より、zz相関に関して高温

では強磁性であり正、低温では量子ゆらぎに

より負になること、いわゆる量子・古典クロ

スオーバーが予想されていた。上の図はまさ

にそれを証明する事となった。 

さらに低温から高温へのクロスオーバは単

調でなく、むしろ中温度領域において、予期

せぬ古典オーダーの伸長が存在する事が見

いだされた。 

 

(4)上のクロスオーバー現象のさらなる定量

的解析のため量子もつれを特徴づける量の

ひとつであるconcurrenceを様々な相関関数

を組み合わせる事により厳密に評価した。 

その結果、concurrence が非ゼロである量子

的領域からゼロになる古典領域のオンセッ

トの温度と、 クロスオーバー温度はほぼコ

ンシステントであること、等方的フェロ点よ

り遠ざかると量子的ゆらぎが強くなり、差異

が認められるようになることが明らかにな

った。 

 



 

 

(5)上の定式化をさらに高いスピンを持つ系

に拡張すべく研究をおこなった。この場合、

解析的な性質にスピン1/2のときにはなかっ

た困難があらわれ、安直な処方は有効ではな

い。それにもかかわらず、スピン１の場合に

は厳密な定式化に成功した。ゼロ温度の極限

で、期待される結果が再現できる事が確かめ

られたが、一般の有限温度では、その結果は

依然として多重積分の形でしか与えられず、

それ以上の簡単化は一般に困難であった。磁

化に対応する一点関数に限ってのみ２重積

分を単純な積分に因子化できることは確か

められたが、定量的な評価は技術的な問題の

ため将来の課題として残った。 
 
(6) 上のスキームの中で補助関数の評価に
おいて、可積分模型の転送行列間に成立する
関数等式が大きな役割を果たす。そこで、上
の解析をさらに広いクラスの模型に適用す
る準備として、関数等式に関する数理的解析
もおこなった。とくに近年、様々な分野で大
きな関心をよんでいるクラスター代数の立
場から関数等式の拡張性に対して議論をお
こなった 
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