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研究成果の概要（和文）： 

制約なし最小化問題に対する正定値行列補完を用いた準ニュートン法(MCQN 法)の特性
を理論的，数値的に解明した．その特性を考慮して，MCQN 法と従来の L-BFGS 法を組
み合わせた手法を提案し，それを実装した． 
 
研究成果の概要（英文）： 
We showed theoretical and numerical properties of the quasi-Newton method with 
positive definite matrix completion (MCQN) for the unconstrained minimization 
problem. Taking into account of the properties, we proposed a hybrid method of MCQN 
and L-BFGS, and implement it for practical use. 
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１．研究開始当初の背景 

数理最適化の基本的な問題のひとつに制約
なし最小化問題がある．制約なし最小化問題
は，エネルギー最適化，ビッグデータサイエ
ンスなどにも表れる重要な問題である．準ニ
ュートン法はこの問題に対する代表的な解
法である．準ニュートン法は，目的関数の近
似ヘッセ行列を用いて探索方向を求める反
復法である．計算しやすい近似ヘッセ行列を
用いることから，真のヘッセ行列を用いるニ

ュートン法と比べて実装しやすく，中小規模
の問題に対しては幅広く用いられている．し
かしながら，準ニュートン法には大規模な問
題には適用できないという欠点があった．こ
れは，近似ヘッセ行列が密な行列となるため，
数万を超える問題に対しては，その行列を含
む演算に莫大なメモリーと計算時間がかか
るためである．そのような欠点を克服する手
法として，L-BFGS 法がある．これは近似ヘ
ッセ行列を数本のベクトルで構成する手法
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であり，各反復の計算の手間が少ないため，
様々な分野で利用されている．しかしながら，
L-BFGS法は問題個々の特性を利用していな
いため，その収束率は高々１次であり，超一
次収束などの速い収束は期待できない．そこ
で，研究代表者は，問題の特性のひとつであ
るヘッセ行列のスパース性を利用すること
ができる，正定値行列補完を用いた準ニュー
トン法(以下，MCQN 法)を提案した．これは，
まず真のヘッセ行列の非ゼロ要素に対応し
た成分を従来の準ニュートン更新(DFP 法や
BFGS 法)で求め，その他の成分は正定値行列
補完によって計算するという手法である．研
究代表者は，DFP 法を更新に用いた特別な場
合において，MCQN 法が超一次収束するこ
とを証明した．しかし，DFP 法は BFGS 法
と比べて理論的にも数値的にもよくないこ
と知られている．そのため，BFGS 法を用い
た MCQN 法の収束性の理論的な解明が求め
られていた．さらに，MCQN 法の数値的な
振る舞いが未解明であった． 

 

２．研究の目的 

正定値行列補完を用いた準ニュートン法
(MCQN 法)に対して理論的な性質を解明す
る．特に，BFGS 法を用いた場合に，超一次
収束するための条件を与える．さらに，数値
実験を通して，MCQN 法の数値的な振る舞
いを解明し，実用に耐えうる技術を開発する．
また，プログラムコードを HP 等で公開し，
開発した手法の利用促進をはかる．さらに，
より大規模な問題や最小二乗問題などの特
別な問題へ適用するために，L-BFGS 法，正
則 化 ニ ュ ー ト ン 法 ， 座 標 降 下 法 ，
Levenberg-Marquardt 法と組み合わせた手
法を考案する． 

 

３．研究の方法 

(1)超一次収束性の証明 
 DFP法を用いた MCQN法に対しては超一次収
束性が証明されていたので，それを一般化す
ることで，より高速な BFGS 法を用いた MCQN
法の超一次収束性を証明する．この証明には，
正定値行列に対する対数障壁関数を用いる． 
 
(2)大域的収束性の証明 
 MCQN 法においては，局所的な収束性しか解
明していなかったので，大域的に収束するた
めの条件を調べる．特に決定変数が少ない場
合，目的関数が強凸の場合など，限定した状
況から考察し，可能であればより一般的な状
況に対しての証明を与える． 
 
(3)数値的振る舞いの解明 
 提案手法を MATLAB 上で実装し，制約なし最
小化問題のテスト問題集 CUTErを解くことに
よって，提案手法の得手不得手な問題を考察

する． 
 
(4) 既存の技術と組み合わせ 
提案手法の数値的な振る舞いから考察され
た欠点を克服するため，他の最適化技術との
組み合わせを考える． 
① L-BFGS法との組み合わせ 

L-BFGS法で十分な問題には L-BFGS 法を
適用すればよい．MCQN 法との得意不得意
を考えて，問題に応じて適用する手法を
選ぶ工夫を考える． 
 

② 正則化ニュートン法との組み合わせ 
準ニュートン法は基本的には探索方向を
決めた後にステップ幅を定める直線探索
法である．しかし，信頼領域法のように
探索方向の長さを調節する方が速く収束
するような問題例がある．そこで，正則
化パラメータ（探索方向の長さに対応）
を調節する正則化ニュートン法を考え，
その手法と MCQN法を組み合わせること
を考える． 
 

③ Lebenberg-Marquardt 法との組み合わせ 
最小二乗問題は，制約なし最小化問題の
特別な場合である．その問題特性を利用
した手法を考える． 
 

④ 座標降下法との組み合わせ 
決定変数の数は数百万を超えるような場
合，勾配を計算するだけでも莫大な計算
時間がかかることがある．そのようなと
きは，各反復で一部の決定変数を更新す
る座標降下法が用いられる．この座標降
下法と準ニュートン法を組み合わせるこ
とを考える． 

 
４．研究成果 
(1) 超一次収束性の解明 
BFGS 法(を含む Broyden family)を用いた
MCQN 法が超一次収束するための条件を与え
た．これは，DFP 法を用いた MCQN法が超一次
収束するための条件と同等のものである． 
 
(2) 限定的な状況での大域的収束性 
 BFGS 法と組み合わせた MCQN 法が，強凸な目
的関数をもつ制約なし最小化問題に対して，
大域的収束することを証明した．ただし，こ
れは決定変数が２つの特別な場合において
の成果である． 
 
(3) CUTEｒに対する数値実験結果  
CUTEr に含まれる数十のテスト問題に対して
数値実験を行い，MCQN法の数値的な振る舞い
を解明した．特に，初期の近似ヘッセ行列を
適切に選ばない場合，問題によっては，
L-BFGS 法など，既存の手法と比べて，著しく



収束が遅くなることが判明した．この原因は，
MCQN 法における近似ヘッセ行列の更新量が
非ゼロ要素の割合に比例するためである．一
方，条件数などが悪い問題に対しては，初期
の近似ヘッセ行列を適切に選べば，L-BFGS法
と比べて，桁違いに速く最適解が求まること
がわかった． 
 
(4) L-BFGS 法との組み合わせ手法の開発 
 (3)の項目において判明した MCQN法の欠点，
つまり近似ヘッセ行列を適切に選ばなけれ
ば収束が遅くなるという欠点を克服するた
めに，反復の初期段階では L-BFGS 法を適用
して近似ヘッセ行列を求め，その後，MCQN法
を実施するという２段階法を開発した．数値
実験を通して，開発手法が，単に MCQN 法や
L-BFGS法を実施する場合に比べて，高速に最
適解を求めることができることがわかった． 
 
(5) その他の手法の開発 
MCQN 法と組み合わせて適用することができ
る技術をいくつか開発した． 
① 正則化ニュートン法 

正則化パラメータを調整することにより，
直線探索を用いないでも大域的収束する
ニュートン法を考え，この手法の計算量
の見積もりを与えた．また，真のヘッセ
行列を用いた場合の数値実験を行い，直
線探索を行う場合と比べて，良い結果を
得た．ただし，ヘッセ行列が正定値でな
いときには，最小固有値を計算しなけれ
ばならないため，その計算コストによっ
ては効率が悪くなることがある．一方，
正定値となる近似ヘッセ行列を生成する
MCQN法では，最小固有値を計算する必要
がないため，MCQN法にこの正則化法を組
み合わせることは有効であると考えられ
る． 
 

② Levenberg-Marquardt 法 
最 小 二 乗 問 題 を 解 く た め の
Levenberg-Marquardt 法に対しても，正
則化パラメータを調整することによって，
大域的収束するアルゴリズムを与えた．
この手法と MCQN 法を組み合わせるため
には，非線形方程式に対する MCQN法を考
える必要がある．これは今後の課題であ
る． 
 

③ 座標降下法 
  近似ヘッセ行列などを用いた一般的な

枠組みの座標降下法を考え，その大域的
収束性，１次収束性を証明した．ただし，
数値実験をしていないため，その有効性
を確かめることが今後の課題となる． 
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