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研究成果の概要（和文）： 
実際の制御系設計においては、複雑な制御対象の特性変動や非線形性に対処し、制御性能の

保証に対する厳しい要求を実現する必要がある。そのためには、理論的な考察によりロバスト

解析、非線形システムの解析の方法を充実し、またそれに基づいて数値的な方法を効率よく適

用するための基礎理論が必要である。本研究ではこれらの目的を達成するための理論的なアプ

ローチを行い、ゲインスケジュールド制御系の設計法を発展させ、Rantzer の密度関数による

非線形システムの安定解析方法の一般化と非線形制御則設計への応用を行い、緩和問題の数値

的な厳密性検証を中心としたロバスト SDP の解法を構築した。 
 
研究成果の概要（英文）： 

The objective of this research is to provide basic theory for robustness analysis, nonlinear 
system analysis and numerical mythologies to efficiently solve problems in control, aimed 
to answer stringent requirements in practical control problems to design control systems 
that work under such as uncertainties and nonlinearities with guarantee of control 
performance. The outcomes of this research include advanced synthesis methods of 
gain-scheduled controllers, generalization of stability analysis by using Rantzer’s density 
functions and its application to synthesis of nonlinear control gains, and methods for robust 
SDPs focusing on numerical verification of strictness of relaxations of robust SDPs 
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１． 研究開始当初の背景 
 

制御系設計においては、制御対象の変動や
非線形性の下でロバストかつ高い性能を有
する制御則をシステマティックに構成する

ための理論的基礎と設計アルゴリズムが求
められている。なかでも、ロバスト制御理論
の成果を存分に活用して実用的な制御系設
計につながると期待されるのが、線形パラメ
ータ変動(Linear Parameter-Varying; LPV)
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システム表現に基づくゲインスケジュール
ド(Gain- Scheduled; GS)制御[1]※である。
GS 制御は、制御対象の変動や非線形性を積
極的に補償することにより高い制御性能を
得ることができる。しかしながら、LPV シス
テムがスケジューリングパラメータの複雑
な関数となっている場合、スケジューリング
パラメータに確率的な観測雑音が含まれる
場合などについては十分な結果が得られて
いなかった。 
一方、非線形システムの安定解析の新たな

方法として Rantzer の密度関数[2]を用いる
方法が注目されつつある。特に、状態フィー
ドバックゲインの設計を凸最適化問題とし
て定式化できる点がリアプノフの方法にな
い特長である。しかしながら、密度関数につ
いては、例えば原点近傍での制御性能を考慮
するなど、局所的な解析の方法が得られてい
なかった。 

ロバスト性能や非線形システムの解析・設
計の方法を支えるのがロバスト半正定値計
画(Semi-Definite Programming; SDP)[3]と
呼ばれる数理計画問題で、GS 制御則の設計
のためのパラメータ依存線形行列不等式
(Linear Matrix Inequality; LMI)や、密度関
数 を 求 め る た め の 二 乗 和 (Sum-Of- 
Squares; SOS)の不等式を解く問題がこれに
含まれる。ロバスト SDP を通して、計算機
パワーを有効に利用して複雑な制御問題を
解くことは制御理論の一つの有効なアプロ
ーチである。ロバスト SDP は無限次元の問
題であり、あるクラスの単純な構造を持つ問
題を除いては有限次元の線形行列不等式
(Linear Matrix Inequality; LMI)問題に帰着
できないことが知られている。しかし近年、
有限次元の緩和問題(LMI)の複雑度を増加す
ることで漸近的にロバスト SDP の解が得ら
れること、また緩和問題のラグランジュ双対
の最適解のデータから、緩和問題の解とロバ
スト SDP の解のギャップを見積もるという
可能性が示された[3]。しかし、この結果はあ
る限定されたクラスの問題にしか適用でき
ていなかった。 
 
※本報告書では、記述のために引用する文献
（研究成果以外のもの）は[1], [2]などと記し、
４章の最後にリストを示す。研究成果として
得られた論文などは、５章のリストの番号に
従って【雑誌論文 1】【学会発表 2】のように
記す。 
 
２．研究の目的 
 

本研究では、１章で述べた背景に動機を得
て、ロバスト解析・設計や非線形システムの
解析など、制御における定量的な解析・設計
問題をロバスト SDP を通して解くための方

法論を発展させ、確立してゆくことを目的と
している。特に、申請者のこれまでの研究成
果を発展させ、数値最適化に基づくロバスト
制御系及び非線形制御系の新たな設計法を
構築する。本研究は次の３項目から構成され
る。 

 
(a) ゲインスケジュールド制御系の設計理論 
(b) 密度関数による非線形システムの解析 
(c) ロバスト SDP 問題の解法の開発 
 
ここで、項目(c)は(a), (b)の結果を実装する上
で必要不可欠な基礎技術であり、(c)の成果に
より(a), (b)の実用性が向上する。 
 
３．研究の方法 
 
本研究は、理論的な考察による設計条件の

導出やアルゴリズムの考案が主である。さら
にそれらを計算機に実装し、制御系の解析や
設計に関する数値実験を行うことにより、設
計法やアルゴリズムの有効性を検証する。そ
のために、計算機環境の充実を行った。また
ロバスト解析の課題について共同研究【雑誌
論文 10】【学会発表 10】を行っているドイツ
Stuttgart 大学 C. W. Scherer 教授と研究打
ち合わせを行った。研究成果は国内・国際学
会で発表し、また学術誌に投稿し、掲載され
ている。 
 
４．研究成果 
 
 以下では、２章で述べた(a)-(c)の項目ごと
に研究成果を述べる。 
 
(a)ゲインスケジュールド制御系の設計理論 
研究代表者はこれまでに、GS 補償器の設

計にディスクリプタ形式を適用することで、
状態方程式の係数にスケジューリングパラ
メータの有理関数が含まれる LPV システム
を、係数に一次関数のみが含まれるディスク
リプタ形式に変形できることを指摘し、補償
器の設計のためのパラメータ依存 LMI 問題
のパラメータに関する複雑さの問題を解決
した[4]。しかし、上記の結果のベースとなっ
た文献[5]において扱えるディスクリプタ形
式に制限があり、そのため[4]の結果にも制限
があった。本研究ではこの制限を取り除き、
任意の実現を扱えるようにした【雑誌論文
12】。さらに、制御対象にインパルスモード
がない場合には、GS 補償器も常にインパル
スモードがないものにできることを示した
【雑誌論文 12】。 
また、スケジューリングパラメータは観測

量であり、雑音が加わる。従来研究の多くは
雑音の最大振幅を考慮しているが、その結果
は白色雑音などに対しては保守的となる。本



研究では確率雑音に対するロバスト性を有
する GS 制御則の設計法を導いた【雑誌論文
5】。 

GS 補償器の設計の方法において、パラメ
ータ依存のリアプノフ行列を用いることで
保守性を減少させられることが知られてい
るが、LMI の枠組みでこれを行うと、得られ
る GS 補償器にスケジューリングパラメータ
の微分が含まれることになり、実装上の問題
があった[8]。本研究ではこれを解決し、スケ
ジューリングパラメータの微分の代わりに
一次フィルタを用いることを検討した。従来
とは異なるパラメータ依存 LMI を解くこと
で、厳密な性能保証とともに微分項を含まな
い GS 補償器を設計できることを示した。さ
らに、一次フィルタの時定数を短くすること
で、微分を必要とする GS 補償器と同等の性
能が得られることも示した【雑誌論文 1, 7, 8, 
11】。この結果により、パラメータ依存リア
プノフ関数によるゲインスケジュールド制
御則の設計法がスケジューリングパラメー
タの微分に依存することが指摘[8]されて以
降、この問題に対する一つの明快な解答を示
すことができた。 
 
 (b) 密度関数による非線形システムの解析 
密度関数を用いる方法[2]では大域的な安

定性のみが扱われていた。一方研究代表者は、
非線形システムにおいては大域的な性質を
要求できないことが多いという観点から、与
えられた領域の正不変性とその領域から出
発する解軌道のみに関する安定条件を密度
関数によって与えた[6]。この結果は制御則の
設計における凸性という[2]の利点を引き継
いでいる。しかし文献[6]の方法では、あらか
じめ正不変集合の候補を与えなければ解析
を行うことができず、正不変集合自体を探索
することはできなかった。 
そこで本研究では、局所的に定義される密

度関数(Locally Defined Density Functions)
の概念を提案し、平衡点の近傍のみで密度関
数の条件を部分的に満たす関数が、ある正不
変集合のもとで文献[6]の密度関数となるこ
とを保証する条件を示した【雑誌論文 6】。こ
こで、正不変集合は密度関数のレベル集合で
与えられる。この結果はリアプノフ関数によ
る結果に平行するが、状態フィードバックの
計算に関する凸性は依然として有している
のが特長である。この結果により、リアプノ
フの方法に比べて密度関数の方法に欠けて
いた局所的な解析について初めて結果が示
されたことになる。 

また、従来の密度関数によるアプローチで
は解軌道の平衡点や集合の収束性について
のみが考えられていた。しかし、制御性能に
ついても考慮できることが望ましい。そこで
【学会発表 10】では、近似線形システムに対

する最適レギュレータなどのゲインに平衡
点近傍で一致し、かつ大域的もしくは所定の
正不変集合上での安定性を有する非線形制
御則を設計する方法を示した。 

従来研究ではベクトル場が連続微分可能
であるという仮定がなされていた。これは、
密度関数による安定性の証明の過程におい
て、密度関数で定義される集合の測度の単調
性を示すために測度をシステムの解軌道に
沿って微分する必要があり、その演算におけ
る積分の変数変換が微分同相となるために
ベクトル場の連続微分可能性が必要となる
からであった。本研究ではこの仮定を緩め、
ベクトル場が「リプシッツ連続、区分的に二
回微分可能、かつ二階微分がコンパクト集合
上有界」という仮定のもとで、密度関数によ
る集合の速度の単調性をベクトル場の微分
可能点だけの条件で文献[2]同様に判定でき
ることを示した【雑誌論文 2】。この結果は、
実際の制御系ではよく見られる区分的に滑
らかな制御則（例えば入力飽和など）を密度
関数を用いて非線形システムに対して設計
できる可能性を拓くもので、今後の展開が有
望であると考えている。 

 
(c)ロバスト SDP 問題の解法の開発 
 パラメータ依存 LMI や密度関数を求める
問題(SOS 問題として定式化できる)は関数を
探索する無限次元の問題となり、そのままで
は計算することはできない。関数のクラスを
有限次元近似し、ロバストSDPに帰着させ、
さらに十分条件となる有限個の LMI（上界緩
和問題）を導出することで、これらの問題が
解かれている[3]。申請者は計算量を増やすこ
とで保守性がいくらでも小さくなる性質（漸
近的厳密性と呼ばれる）を有する解法[7]を導
出した。ロバスト SDP の研究において漸近
的厳密性は重要な性質であるが、実際の計算
では定式化される LMI が大きくなり、通常
のアルゴリズムを単に適用するのでは解け
る制御問題の規模が制限されるという問題
がある。 
 本研究では、まず上界緩和問題の厳密性を、
上界緩和問題のラグランジュ双対問題の最
適解の数値データを用いて検証するための
アルゴリズムを導出した【雑誌論文 10】。こ
の結果は、文献[3]で示された非線形方程式に
よる厳密性条件を解析し、再帰的に構成され
る行列の固有値問題を解くことにより「最悪
ケース不確かさ」を求め、それにより下界緩
和問題を形成し、上界緩和問題との解のギャ
ップを見積もるアルゴリズムを示している。
ロバスト SDP とその緩和問題の間に 
 
上界緩和問題の解≧ロバスト SDP の解 

         ≧下界緩和問題の解 
 



なる関係があることから、上界緩和問題の解
と、アルゴリズムを用いて構成された下界緩
和問題の解が一致すれば、直接計算すること
のできないロバスト SDP の解が上界緩和問
題の解に等しいことが証明される。 

【雑誌論文 10】の結果では、ロバスト SDP
を定式化する際の線形分数表現 (Linear 
Fractional Representation; LFR)における
不確かさのブロックΔの構造が repeated- 
scalarと呼ばれる対角行列の構造を持つこと
を仮定している。しかしこれは、適用可能な
マルチプライアのクラスを限定することに
つながる。そこで【雑誌論文 4】では、不確
かさのブロックの構造が有理関数であるも
のを扱う方法を示した。この方法では、最悪
ケース不確かさの第一要素の計算において、
従来研究の固有値問題の代わりに有理関数
行列の零点を求める問題を解く形になって
いる。【雑誌論文 4】の結果により、従来研究
よりも広いクラスのマルチプライアに対し
て厳密性検証が可能になる。このことにより、
従来十分条件であることしか保証できなか
った様々なロバスト解析条件が厳密すなわ
ち有効に働いていることを証明できる可能
性が示される。ロバスト SDP は制御を含め
多くの応用を持つ問題であり、本研究のロバ
スト SDP に関する結果は実際的な問題をよ
り効率よく解くための基礎となると期待さ
れる。 
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