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研究成果の概要（和文）：離散群、あるいはその確率空間への作用から作られる von Neumann
因子環の構造を調べ、分類した。 また、離散群の解析的有限近似性について研究し、その結果
を因子環の研究や、グラフの距離空間への埋め込み可能性問題などに応用した。 
 
研究成果の概要（英文）：Ozawa studied the structure of von Neumann factors arising from 
discrete groups and their actions on probability spaces, and contributed to the 
classification theory of von Neumann factors. He also studied analytic approximation 
properties of discrete groups and applied them to the study of von Neumann factors and 
to the embedding problem of graphs into metric spaces. 
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１．研究開始当初の背景 

(離散)群とは、任意の対象の対称性を記述
するための数学言語である。例えば、ある結
晶が与えられたとき、その結晶構造を変えな
い変換(回転操作、鏡映操作、反転操作など)
全体を考えたものが群である。人間には線形
的な構造の方が理解しやすいので、群の各要
素を適当な(線形)空間上の作用素とみなし
て取り扱うことにする。さらに、そうした作
用素全体が生成する代数系を考え、適当な位
相で完備化すれば作用素環と呼ばれる対象
ができる。位相の存在により、群論のような

代数的な問題に対しても解析的なテクニッ
クを使えるところが作用素環論の特徴であ
る。 
作用素環の研究はそもそもは、John von 

Neumann が量子力学の数学的取り扱いを目
指して始めたものであったが、現在では数理
物理だけでなく、幾何学、群論、エルゴード
理論などに幅広い応用がある。 
無限離散群を函数解析的に取り扱う際に

は、大抵、適当な意味で有限近似をする必要
がある。中でも最も重要な概念が「従順性
(amenability)」である。実際、離散群一般
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に対して函数解析と関連した問題を考える
とき、従順な群では振る舞いが礼儀正しいが、 
そうでない群はひどくワイルドであるとい
う極端な dichotomy に出会うことがしばしば
ある。従順群のクラスは可解群や劣指数的増
大群を全て含み、部分群、商群、群拡大など
の操作で不変なそれなりに大きいクラスで
あるが、非可換な自由群などの、従順ではな
いが重要な群も多く存在する。理論的にも応
用の上でも、そうした群を扱うことはじゅう
ようなので、より広い対象を扱えるよう、従
順性を弱めた概念を考える必要性が出てき
た。 
 

 
離散群に関する解析学は我々の日常生活

にも関与している。非常に高い連結性を持ち
ながらも、辺の数が少ない有限グラフのこと
をエクスパンダーと呼ぶ。（上図は 80 個の頂
点からなる平面エクスパンダーである。どの
ような 10 個の頂点を取り除いても、一番大
きい連結成分は 40 個以上の頂点からなる、
などといった性質を持ち、強靭なネットワー
クであると言える。）エクスパンダーは、作
用素環論を含む「純粋」数学において重要な
だけでなく、理論計算機科学、ネットワーク
理論、誤り訂正符号理論などの「応用」数学
に対する応用も豊富である。いくらでも大き
なサイズのエクスパンダーが存在すること
自体は古くから知られていたが、初めて具体
的に構成したのは G. Margulis (1973)である。
その構成には群の解析学(表現論)における
深甚な定理が使われている。Margulis の手法
(あるいはその改良)によればエクスパンダ
ーを作るには Kazhdan の性質(T)を持つ群が
必要である。Kazhdan の性質(T)は従順性の対
極に位置する群の性質であるが、そうした性
質を持つ群が存在すること自体、極めて非自
明な事実である。Kazhdan の性質(T)を持つ群
は他にも興味深い挙動を示すため、さらなる
研究が望まれる。 

 
２．研究の目的 
（１）中心が自明な von Neumann 環は因子環
と呼ばれる。一般に von Neumann 環は中心に
沿って因子環の「直積分」に分解できるので、 
von Neumann 環の研究においては、因子環の
研究が重要である。1943 年に Murray と von 
Neumann は、離散群やその確率空間への保測
作用から、因子環を構成できることを発見し、
その分類問題を提起した。しかし 因子環の
分類は、ワイルドな問題であって、完全に分
類することはそもそも「原理的に不可能」だ
とされている。それでも出来る限り見分けて
みようというのが因子環分類問題の主旨で
ある。この分野はエルゴード理論における軌
道同値関係の理論や、集合論における分類理
論・記述集合論、それに測度論的群論と最近
名付けられた分野と密接な関係があり、近年
急速に進歩した。本研究の目的のひとつ離散
群、あるいはその確率空間への保測作用から
作られる因子環の構造を調べ、分類すること
にある。 
（２）離散群の解析的有限近似性について調
べる。特に従順性を弱めた弱従順性について
詳しく研究し、どのような群が弱従順性を持
つか、また弱従順性を持つ群はどのような特
徴を持つかを調べる。他にも、有限近似性の
正反対の性質である Kazhdan の性質(T)等に
ついても同様の研究をする。さらに、その結
果を（１）の因子環の研究や、グラフの距離
空間への埋め込み可能性問題などに応用す
る。 
 
３．研究の方法 
個人で行う日常の研究はもちろん重要で

あるが、数学研究においては他の研究者と着
想を交換することも極めて重要である。その
ため、国内外の研究集会に積極的に参加し、
研究成果の発表、参加者との研究連絡、最新
の研究動向についての情報交換等を行う。ま
た、研究集会以外にも、共同研究者としばら
くの期間同じ場所に滞在し、落ち着いた環境
で共同研究を行う。その他、書籍や会議録は
適宜購入する。 
 
４．研究成果 
UCLA の S. Popa 教授と共同で、部分 von 

Neumann 因子環の正規化群の研究を行い、い
くつかの重要な結果を得た([6])。特に、自
由群因子環の従順な部分因子環の正規化群
が生成する因子環は再び従順となることを
示した。自由群因子環は従順でない因子環の
なかで最もよく研究されている対象であり、
この結果は著名な Voiculescu の定理(1996)
と私の定理(2004)をまとめて強化するもの
である。離散群の確率空間への保測作用から
接合積により群測度因子環を構成できる。軌



道同型な群作用からは同型な因子環ができ
ることが昔から知られているが、その逆は一
般的には成り立たない(Connes--Jones 1982)。
我々はその逆が成り立つ初めての例を示し
た。別の論文[5]において結果を拡張し、実
階数１の連結単純 Lie群の格子を含む広いク
ラスにおいても同様の結果が成り立つこと
を示した。これらの研究では、扱う群が弱従
順性という性質を持つことが本質的に使わ
れている。 

論文[8]と[2]において弱従順性の研究を
行い、弱従順性が双曲群という良いクラスの
群について成り立つこと、弱従順性を持つ群
はある種の部分群の構造に強い制約を持つ
こと、特にあるクラスの群は従順性を持たな
いことを示した。この２つの論文を合わせて、
80 年代に Haagerup らが Lie 群論・実解析を
駆使して得た弱従順性に関する一連の結果
を、(函数解析的)群論の枠組みで再編・拡張
した。 

論文[1,3,4]では離散群の摂動あるいは変
形に対する剛性の有無についての研究を行
った。EPFL の N. Monod 教授との共同研究で
ある論文[4]では Dixmier の相似問題(1950)
に挑戦し、部分的な解答を得た。考えている
群が従順ならば、任意の一様連続な表現はユ
ニタリ表現の変形になることが知られてい
るが、その逆も成り立つかを問うのが
Dixmier の相似問題である。論文[4]では特に、
こ の 問 題 の 試 金 石 と さ れ て い た 自 由
Burnside 群（従順でないことが知られてい
る）にユニタリ化できない一様連続な表現が
存在することを示した。論文[3]では、
Kazhdan の性質(T)に関連した研究を行った。
Kazhdan の性質(T)は従順性の対極に位置す
る群の性質であるが、それを強めたものに
Burger--Monod の性質 (TT) がある。私は、
それをさらに強めた性質 (TTT)を導入し、
SL(n>2, R)とその格子がこの性質(TTT) を持
つことを示した。この定理の帰結として、こ
れらの格子から従順群あるいは双曲群への
擬順同型は自明なものに限ることが示され
る。ETHZ の M. Burger 教授、及び Leipzig 大
学の A. Thom 准教授との共同研究である論文
[1]では、離散群のユニタリ表現の摂動に関
する Ulam の問題(1960)に取り組み、いくつ
かの特殊な場合を除いて、満足のいく解答を
得た。特に高階数格子の場合については、論
文[3]において研究した性質 (TTT) が有効
に使われている。 
 手短に纏めると、本研究の結果、積年の未
解決問題の（部分的な）解決([4,5,6])や、
今後の研究に繋がる新しい現象の発見
([1,2,3,8])、興味深い例の構成([2,7])など
当初の計画では予見されていなかった大き
な研究成果が得られた。 
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