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研究成果の概要（和文）： 
 本研究の成果は、主に以下の３つからなる。(1) 逆算法による詰将棋の列挙アルゴリズムを

設計し、与えられた駒に対する最長手数に関する証明が可能となった。(2) 逆探索により、p4
タイリング (90 度回転によるタイリング) および p6 タイリング (60 度回転によるタイリング) 
の基本図形を生成するアルゴリズムを設計した。(3) 正多面体の展開図の列挙アルゴリズムを

設計し、「正多面体の任意の展開図は重なりを持たない」との定理を証明することで数百年に渡

る未解決問題を解決した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
 This research project has the following three main results. (1) We have designed 
algorithms for enumerating Tsume-Shogi by the reverse method. As a result, we can prove 
the longest mating-moves for a given set of Shogi-pieces. (2) We have designed algorithms 
for generating fundamental domains of p4-tiling (i.e., the tiling by 4-fold rotation) and 
p6-tiling (i.e., the tiling by 6-fold rotation) based on the reverse search. (3) We have 
designed algorithms for enumerating the unfoldings of polyhedra. By enumerating all 
unfoldings and checking their overlapping, we have solved an open problem for hundreds of 
years: Is every edge-unfolding of Platonic solids nonoverlapping? The answer is yes! 
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１．研究開始当初の背景 
 
情報化社会の大規模化と多様化は、計算機

による処理能力の向上と処理対象への柔軟
な適用によるところが大きい。これは、スー
パーコンピュータやパーソナルコンピュー

タの処理速度の向上に顕著に見られるハー
ドウェアの進歩に加えて、ソフトウェアのア
ルゴリズム革新に支えられている。例えば、
社会の様々な最適化問題に応用されている
線形計画法が初めて計算機上で実行された
時に比べて、現在ではハードウェアによる
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800 倍とアルゴリズムの改良による 2,360 倍、
合計で約 1,900,000 倍の高速化が達成されて
いる。こうして、アルゴリズムの設計と理論
的な性能保証が、あらゆる分野の基礎として
重視されてきている。 

さらに近年では、従来からの主眼である
「正確な計算を限られたメモリ量で速く」だ
けでなく、情報の不完全性をいかに扱うかが
課題となっている。このため、将来の入力が
分からない状況下での時々刻々の最適化や、
最適解に近い解が得られることを保証した
近似最適化、確率モデルを導入した確率的な
最適化といった観点からアルゴリズム設計
が提案されている。また、与えられた条件を
満たす解を 1 つだけではなく、すべて列挙す
るとの観点からのアルゴリズム設計も求め
られている。これらの品質保証には、理論的
な性能解析が必要不可欠であるが、アルゴリ
ズム設計と同じく人手で行っており、設計者
の職人芸的なセンスに依存するところが大
きい。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の主題は、アルゴリズムの設計と解
析における計算機援用のパラダイムを確立
することにある。ソフトウェア設計や VLSI
設計の分野において大きな成功を収めてい
るように、計算機援用は定型的作業の負荷を
減らし、思考の抽象度を高めることによる生
産性の向上が期待できる。また、解析方法が
分かっていても、その手数が複雑で人手では
そのすべてを追うことができない場合、すな
わち考慮されていない入力に対する想定外
の劣悪な計算結果が大きな被害をもたらす
場合にも、計算機援用は有効である。 
 具体的なテーマとして、研究代表者は、将
来の入力が分からない状況の下での最適化
をモデル化したオンライン問題に取り組ん
できた。たとえば、インターネット規模の通
信経路設計や市場における商品供給のよう
な時々刻々と変動する系に対しては、最適計
算に必要な入力データそのものが不十分な
形でしか得られない。将来の入力の変動が予
測できない条件のもとで、自分にとって都合
の良い将来だけでなく都合の悪い将来であ
っても有益な結果をもたらすべく、現在の行
動を決定するアルゴリズムを設計する必要
がある。 

たとえば、交換可能オンラインナップザッ
ク問題では、性能保証としての競合比が
1.334 (上限) を与えるアルゴリズムが既に提
案されており、また (問題の本質的な難しさ
として) 競合比の下限 1.281 が知られてい
たが、上下限にはまだ隔たりがあった。競合
比 1.334 のアルゴリズムの解析には、人手に
よる 13 通りの場合分けがされており、この

競合比をさらに下げるためには膨大な場合
分けによる解析が必要であろうと予測され
ていた。 
研究代表者は計算機の援用による証明を

採用し、有限の資源しか持たない計算機の上
で数値の無限性を扱うための種々のアイデ
アを提案した。これにより、まずは 28 状態
の状態遷移からなる自動状態解析とそのす
べての遷移を考慮した自動競合比解析を実
現し、上限 1.334 の保証に成功した。この手
法をさらに拡張し、276 状態の状態遷移の自
動生成と 1,715 種の連立不等式系による競合
比の保証を行い、競合比 1.301 のアルゴリズ
ムを設計した。別の手法により、下限が 
1.301 であること、すなわちアルゴリズムの
最適性も示している。 

本研究では、このオンラインアルゴリズム
の性能解析で得られた知見をもとに、アルゴ
リズムの性能保証における計算機援用につ
いて考察を深める。たとえば、列挙アルゴリ
ズムの設計技法との融合により、対象の数が
膨大なものの効率的な数え上げ生成による
証明の枠組みへと発展させる。 
より具体的には、状態の列挙による証明の

ゲーム理論への応用として、詰将棋の列挙に
よる証明に取り組む。また、タイリング問題
への応用として、回転対称を利用したタイリ
ングの列挙による証明に取り組む。さらに、
多面体、特に正多面体の展開図の列挙による
証明に取り組む。こうした個々の問題におい
て得られた知見をもとに、アルゴリズムの設
計と解析における計算機援用のパラダイム
を確立する。 
近年、アルゴリズムの工学的側面を研究す

るアルゴリズムエンジニアリングが盛んで
ある。性能を実験的に確認する手法も大いに
発展したが、その結果、ベンチマーク例題か
ら外れたところで思いもよらない性能の劣
化が観測される等、例題の妥当性の問題に遭
遇することになった。結局、シミュレーショ
ンによる実験は万能でなく、普遍的な性能保
証を数学的に厳密な形で行うことの重要性
が再認識されたのである。 
理論的証明における計算機援用として、

1,482 個の不可避配置問題に帰着してこれを
計算機により解いた、四色定理の証明 (100
年以上の未解決問題であった) が有名である 
[Appel, Haken, 1977]。他に MAX 2-SAT や
MAX-DICUT の近似アルゴリズム [Feige, 
Goemans, 1995] [Goemans, Williamson, 
1995] や MAX 3-SAT の近似アルゴリズム 
[Karloff, Zwick, 1997]、ケプラー予想の証明 
[Hales, 1997] 等で用いられている。本研究
では、個々の問題への援用のみならず、理論
的性能保証における計算機援用の一般的な
枠組みの確立を目標とすることに特色を持
つ。 



 

 

 
３．研究の方法 
 
 研究目的に挙げた具体的なテーマに沿っ
て、計算機援用の枠組みを発展させていく。
計算機援用による性能保証として、膨大な数
の列挙による証明への応用が主眼となる。こ
れまでに、相互排除問題への計算機の援用が
試みられ、有名な Petersonのアルゴリズム 
[Peterson, 1981] を含む 105個の正しいア
ルゴリズムの列挙に成功した例が知られて
いる [Bar-David, Taubenfeld, 2003]。また、
数独パズルにおいて、インデックス番号から
それに対応する解への変換アルゴリズムが
提案され、6.7 x 1021通りの解の索引作りに
成功している [Togami, Watanabe, 2007]。 
本研究では、まず、人間の芸術的創作活動

の一つである詰将棋の列挙に取り組む。一般
に、将棋の局面は 10220以上もの膨大な数にな
ると言われ、計算機による列挙には困難がと
もなう。この問題に対し、詰め上がりの局面
(詰め上がり図) から逆算法により１手詰め、
３手詰め、５手詰めと手順を遡ることで詰将
棋の局面を列挙するアルゴリズムの設計と、
計算機による具体的な列挙実験を行う。この
列挙実験の結果として、指定された駒のみを
用いた詰将棋の中で最長の手数を証明する
ことができる。 
 また、タイリング問題として、回転対称に
よるタイリングのための基本図形を生成す
るアルゴリズムの設計に取り組む。ここで、
タイリングとは、基本図形に回転移動等の単
純な操作を繰り返し適用することで、隙間な
く重なりなく平面を敷き詰めることである。
タイリングは、アルハンブラ宮殿の壁面装飾
やエッシャーの絵画、正倉院裂等の織物のデ
ザイン、その他にも着物やカーテン、壁紙な
どの工業デザインなど多岐に渡って利用さ
れている。本研究では、逆探索により基本図
形を効率的に生成するアルゴリズムの設計
とその性能評価を行う。 
 さらに、多面体、特に正多面体の展開図の
列挙による証明に取り組む。展開図の起源は、
画家であり数学者であるデューラーが 1525
年に正多面体等の展開図を与えた “Unter- 
weysung der Messung mit dem Zirkel un 
Richtscheyt in Linien Ebnen uhnd Gantzen 
Corporen” (測定法教則) に遡る。「任意の凸
多面体は、単純で重ならない多角形に展開す
ることができるだろうか？」は、この頃から
の有名な未解決問題である。任意の展開が重
ならないだろうという直感は、長年に渡り支
持されてきたが、近年になって、開切の仕方
によっては開いた面が重なりを持ち得る不
幸な反例が示された[Namiki ら, 1993]。また、
凸性を考慮に入れなければ、どのように展開
しても重なりを持ってしまう多面体が報告

されている[Biedl ら, 1998], [Grunbaum, 
2003]。本研究では、凸多面体を正多面体の
みに限定し、展開図の列挙アルゴリズムを与
えることで、別の角度からこの問題を検討す
る。 
 
４．研究成果 
 
主な研究成果は、以下の通りである。 
詰将棋の列挙については、まず、飛駒 (飛

車、角行、香車) 以外の駒を利用した詰将棋
の列挙アルゴリズムを設計した。このアルゴ
リズムは、詰め上がり図の列挙、攻方逆算、
玉方逆算からなり、不詰めや余詰めの判定を
行いながら逆算を繰り返すことで列挙を行
う。単純に局面を列挙するだけでは、逆算が
数手進むだけで局面の数が爆発的に増大す
るため、暗黙の駒による直積空間を利用した
局面集合を定義し、この集合に対して逆算を
行った。計算機による列挙実験によると、た
とえば桂馬のみを利用した詰将棋がすべて
列挙され、11手詰め以上の詰将棋が存在しな
いことが証明された。同時に、最長手数であ
る 9手詰めは、12個存在することが示された
(列挙と証明の融合)。また、飛駒を考慮する
ことで合駒も含めた詰将棋の列挙アルゴリ
ズムへと拡張を行った。 
タイリングについては、90 度回転による

p4 タイリングおよび 60 度回転による p6 タ
イリングの基本図形を生成するアルゴリズ
ムを設計した。タイリングにおける基本図形
は、それぞれ、複数の単位正方形を接続した
ポリオミノ、単位正三角形を接続したポリア
モンドとした。試行錯誤による既存手法
[Fukuda ら, 2008, 2009] に対し、提案手法
はルールに基づいて次に生成する図形を決
める逆探索に基づくアルゴリズムである。ル
ールに基づいた生成のため、計算速度の高速
化が、また、過去に生成した図形と同じであ
るかどうかを判定する必要が無いため、計算
領域の削減が、特長である。 
計算機実験では、p4タイリングの基本図形

として、既存手法による 10 個以下の単位正
方形のポリオミノ 1,109種類に対し、提案ア
ルゴリズムでは 25 個以下の単位正方形のポ
リオミノ 12,627,558 種類を生成することが
できた。また、p6タイリングの基本図形とし
て、既存手法による 16 個以下の単位正三角
形のポリアモンド 2,246種類に対し、提案ア
ルゴリズムでは 137,535種類を生成すること
ができた。また、メモリ使用量は、たとえば
p6タイリングの基本図形の生成には 368キロ
バイトで済むなど、有意に小さい値となって
いる。 
 正多面体の展開図の列挙による証明では、
ま ず 、 二 分 決 定 グ ラ フ  (BDD: Binary 
Decision Diagram) を用いて任意の多面体の



 

 

展開図をすべて列挙するためのアルゴリズ
ムを設計した。また、これにより得られる各
展開図が重なりを持つかどうかを判定する
アルゴリズムを設計した。 
 展開図の列挙アルゴリズムは、以下のステ
ップからなる。(1) 展開図の制約条件を表す
BDDの構築。(2) 同型な展開図の除去。(1) で
用いる展開図の制約条件は、「開切する辺が、
多面体のスケルトングラフの全域木を構成
すること」であり、これを (1-a) 開切辺の
集合 S はちょうど n-1 本の辺を持つ (n は多
面体の頂点数)、(1-b) Sに含まれる辺がサイ
クルを構成しない、との２つの条件に分ける
ことができる。これらを BDDで表し、その論
理積を求めることで、２つの条件を共に満た
す辺の集合すなわち展開図の BDDを得る。こ
の BDDにおいて 1定数節点への経路が展開図
の個数を表すが、正四面体、正六面体、正八
面体、正十二面体、正二十面体の各多面体に
対し、それぞれ 16, 384, 384, 5,184,000, 
5,184,000 種類の展開図が存在することを
確認した。また、(2) において辞書順で同型
な展開図を除去することで、それぞれ 2, 11, 
11, 43,380, 43,380 種類の展開図を得た。
正十二面体と正二十面体については、これま
で個数のみが知られていたが、具体的な展開
図の形をすべて求めることができた。 
 さらに、展開図の重なりについては、各面
の外接円が重なり判定により、絶対に重なら
ないとの保証を与えた。これにより、「正多
面体の任意の展開図は重ならない」との定理
を得、数百年に渡る未解決問題を肯定的に解
決した。 
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