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研究成果の概要（和文）： 

数理計画問題とは制約条件の元で目的関数を最適化する問題である．数理計画問題を迅速に解

くことを目指して，様々なアルゴリズムが開発されてきた．多項式時間を達成する内点法が存

在する一方で，ピボットアルゴリズムはアルゴリズムの単純さから今なお期待が大きい．本研

究では，数理計画問題に内在する多面体構造を様々な角度から解析することで，より効率の良

いピボットアルゴリズムの提案を目指し，ピボットグラフの向き付けの性質を探求した． 

 

研究成果の概要（英文）： 

A mathematical program is to optimize a given objective function under some constraints. 

There have been various kinds of algorithms to solve mathematical programs rapidly. While 

the interior-point method solves them in polynomial time, pivoting algorithms are still 

promising for simplicity of the algorithms. In this research, we have studied properties 

of orientation of pivoting graphs by analyzing polytopal structure of mathematical 

programs, in order to propose more effective pivoting algorithms. 
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１．研究開始当初の背景 

 数理計画問題とは一般に，制約条件を満た

す解(実行可能解)のなかで目的関数の値が

最小あるいは最大になるもの(最適解)を求

める問題である．目的関数，制約条件により，

線形計画問題をはじめとする様々な数理計

画問題がある．これら数理計画問題を迅速に

解くことを目指して，様々なアルゴリズムが

開発されてきた．中でも，線形計画問題の解

法である単体法[Dantzig(1947)]にはじまる

一連のピボットアルゴリズムは，アルゴリズ

ムの単純さ，比較的容易な実装，更には実用

上の性能も良いことから，現在でも広く用い

られている手法である．しかし，理論的に多

項式時間性を保証するピボットアルゴリズ

ムは未だ存在せず，実際，ピボット操作の回

数が不等式制約数の指数関数となる線形計

画問題の例[Klee&Minty(1972)]が構成され
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ている．その一方で，理論的に多項式時間性

を保証する線形計画問題の解法として内点

法が提案された．特に，超大規模問題を解く

際には内点法の方が単体法よりも優れてい

るとされ，他の数理計画問題にも一般化され

ている．しかし，内点法は数値的解法である

ため，安定性や誤差といった問題を内包して

いる．そのため，ピボットアルゴリズムに対

する期待は未だに大きく，現在も多項式時間

ピボットアルゴリズムの構築を目指して

様々なアプローチが試みられてきた． 

  

２．研究の目的 

 任意のピボットアルゴリズムの振る舞い

は，数理計画問題の許容領域のグラフ構造と

して記述される．特に，許容領域が多面体と

なる場合，このグラフ構造をピボットグラフ

と呼ぶ．近年の多面体理論の発展に伴い，ピ

ボットグラフの向き付けの数理解析は大き

く飛躍を遂げつつある．そこで，本研究では，

数理計画問題に内在する多面体構造を様々

な角度から解析することで，多面体構造にお

けるピボットグラフの向き付けの性質を探

求し，より良いピボットアルゴリズムの提案

を目指す． 

 

３．研究の方法 

本研究では，一連の数理計画問題のうち線

形計画問題(LP)，ある種の線形相補性問題

(PLCP)，二次計画問題の１つである最小包含

球問題(SEB)，有向マトロイド計画問題(OMP)

に焦点をあて，以下の３つの目標を通じて，

より良いピボットアルゴリズムを構築する

ことを目指した．以下では，LP，PLCP，SEB，

OMP のピボットグラフを，LP グラフ，PLCP グ

ラフ，SEB グラフ，OMP グラフと呼ぶ． 

 

（１）ピボットグラフの性質の解析 

LP グラフ，PLCP グラフ，SEB グラフ，OMP

グラフが共通して満たす組合せ的性質とし

て唯一シンク性がある．更に，LP グラフと

PLCP グラフでは，多面体理論において未解決

問題であるヒルシュ予想との関連から提案

された Holt-Klee 条件[Holt&Klee(1998)]の

成立も示された．特に，一部のLPがHolt-Klee

条件を駆使したピボット規則により非常に

効率よく解かれたこと[Gärtner(2000)]から，

ピボット規則開発における同条件の注目度

は近年高まりつつある．そこで，第 1 に，他

の数理計画問題における Holt-Klee条件の有

用性を探求することを目指した． 

一方で，数理計画問題のピボット規則開発

において Holt-Klee 条件への期待が高まる一

方で，同条件と非巡回性唯一シンク性を満た

す多面体グラフの中で LP グラフではないも

のが数多く存在することも知られている

[Develin(2000)]. 研究代表者はその打開策

として，LP グラフが満たす新しい条件「シェ

リング条件」を提案した．既にシェリング条

件により改善される既存のピボット規則の

存在を確認しており，シェリング条件に基づ

く LP の新しいピボット規則の開発が期待さ

れる．そこで，第２に，数理計画問題におけ

るシェリング条件の有用性を探求すること

を目指した． 

 

（２）LP と OMP の本質的なギャップの解析 

OMP とは LP の組合せ的拡張であり，両問題

の許容領域が組合せ同値であるとき，一連の

ピボットグラフ集合は「LP グラフ集合⊂OMP

グラフ集合」という包含関係を満たす．つま

り，OMP のピボット規則は LP のピボット規則

へと読み替えられる．しかし，各問題により

特化したピボット規則を開発するためには，

両問題を分ける線形性・非線形性の理解を深

めることが重要となる．この線形性・非線形

性を超平面配置と擬超平面配置において観

察できる．ピボットグラフの場合は両問題に

おける 1つの多面体のみに着目するのに対し，

超平面配置・擬超平面配置では両問題に内在

する多面体の集合体に着目するので，後者の

場合は両問題の構造をより深く把握するこ

とができる．そこで，線形性・非線形性を抽

出する数値解析的手法の更なる発展を目指

すことでピボットグラフにおける線形性・非

線形性を見出し，これに基づきピボットアル

ゴリズムを開発することを目指した． 

 

（３）特定の多面体構造を持つ数理計画問題 

PLCPグラフとSEBグラフの台グラフは常に

超立方体のグラフであり，LP と OMP 場合は,

その許容領域が超立方体に組合せ同値であ

るとき，LP グラフと OMP グラフの台グラフも

超立方体のグラフとなる.この意味で，超立

方体のグラフを台グラフとする数理計画問

題 に 近 年 注 目 が 集 ま っ て い る

[Szabo&Welzl(2001)]．台グラフの限定によ

り一般の数理計画問題より解明が進んでい

るものの，ピボットグラフの理論的包含関係

において「LP グラフ集合⊂OMP グラフ集合」

に加えて判明したものは「LP グラフ集合⊂

PLCP グラフ集合」[Morris(2002)]のみである．

そこで，超立方体をはじめとする特定の多面

体構造を内包する数理計画問題の解析を進

めると共に，理論的または実験的アプローチ

により，数理計画問題のピボットグラフに新

たな包含関係を見出すことを目指した．  

 



 

 

４．研究成果 

 研究の方法で示した３つの研究目標につ

いて，関連する研究成果を以下に述べる． 

 

（１）ピボットグラフの性質の解析 

数理計画問題のピボットグラフの性質を

解析することを目標に，ピボットグラフにお

ける Holt-Klee条件およびシェリング条件の

有用性を示した． 

Holt-Klee 条件については，OMP グラフに

おいて同条件が成立しないことを示唆する

実験結果を与えると共に，OMP グラフの双対

構造にあたるグラフを提案し，同グラフにお

いては Holt-Klee条件が成立することを示し，

同条件の有用性を示した．これらの成果を雑

誌論文 8 にまとめた． 

シェリング条件については，LP グラフの性

質として知られていた３つの条件（非巡回性，

唯一シンク性，Holt-Klee 条件）を満たすグ

ラフの集合と，これら３つの条件およびシェ

リング条件を満たすグラフの集合との間に，

一般の次元で真に差があることを示し，LP グ

ラフにおける同条件の有用性を示した．これ

らの成果を雑誌論文 9および 11 にまとめた． 

シェリング条件の成立・不成立を判定する

ためには，シェリングの存在を効率よく判定

することが重要となる．そこで，多面体の一

般化である単体的複体におけるシェリング

を効率よく判定する方法を提案した．これら

の成果を雑誌論文 5，12 にまとめた． 

 

（２）LP と OMP の本質的なギャップの解析 

LPグラフとOMPグラフの本質的なギャップ

である線形性・非線形性の解析を目指して，

LPグラフを内包する超平面配置とOMPグラフ

を内包する擬超平面配置に着目し，両構造の

線形性・非線形性を抽出した． 

擬超平面配置は組合せ論における有向マ

トロイドと同値の概念である．従って，超平

面配置と擬超平面配置におけるギャップの

探求は，有向マトロイドの実現可能性・不可

能性の判定という問題に置き換えることが

できる．そこで，実現可能性・不可能性を判

定する手法を提案すると共に，提案した手法

を用いて実現可能性・不可能性が自明ではな

い有向マトロイドの最小のクラス（ランク

4・要素数 8およびランク 3・要素数 9）に属

する全ての有向マトロイドの実現可能性・不

可能性を判定し，このクラスのデータベース

を構成した．実現可能性・不可能性を判定す

る性質および手法については，雑誌論文 6，7，

8にまとめると共に，学会発表9を行った． ま

た，有向マトロイドの最小のクラスのデータ

ベースおよびその応用については，雑誌論文

3，4，8 にまとめると共に，学会発表 2，4，

6 を行った． 

有向マトロイドを通じた計算解析を行う

上で，有向マトロイドそのものの列挙が重要

に な る ． 従 来 の 列 挙 [Finschi, Fukuda 

(2001)]を超える列挙を実現するため，新た

な列挙法としてマトロイドを通じた手法を

提案した．本成果について，学会発表 7 を行

った． 

 

（３）特定の多面体構造を持つ数理計画問題 

特定の多面体構造を内包する数理計画問

題の解析を進め，数理計画問題のピボットグ

ラフに新たな包含関係を見出すことを目指

した．  

古典情報理論と量子情報理論の本質的な

違いを示す手立てとして，ベル不等式の破れ

[Bell (1964)]がある．両理論の違いの大き

さを理解するうえで，この破れの大きさを決

定することが重要となる．破れの計算は，カ

ット多面体，elliptope および根付擬距離多

面体という多面体構造における，数理計画問

題の１つである半正定値計画問題として記

述される．半正定値計画問題のピボットグラ

フを一般に構成することは自明ではないが，

本研究では本問題におけるピボットグラフ

を考案することを目指して，破れの計算の振

る舞いを解析した．これらの成果を雑誌論文

10 にまとめると共に，学会発表 5，8 を行っ

た． 

また，多面体構造の理解を深めるため，多

面体構造を含む幾何的対象の１つであるボ

ロノイ図について２つの方向性から解析を

進めた．１つ目は一様に多面体構造を含む

periodic グラフ上に配置した点集合に対す

るボロノイ図である．Periodic グラフは結晶

格子をはじめとする様々な対象のモデルと

して知られる．これらの成果を雑誌論文 2 に

まとめると共に，学会発表 1，3 を行った．

２つ目は非ユークリッド空間の１つである

双曲空間においてボロノイ図を構成し，双曲

空間における振る舞いを探求した．これらの

成果を雑誌論文 1にまとめた． 
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