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研究成果の概要（和文）：本研究では，２次のジーゲルカスプ形式の空間上のヘッケ作用素の跡

の具体的な数値が明らかとなるような明示的公式を得るために，跡公式の幾何サイドの明示的

な計算を行った．その結果，幾何サイドの各共役類の寄与についての算術的公式を得ることが

できた．その公式を元に自明な作用の跡つまり空間の次元に関する明示的公式において成果を

得て，さらに特定のヘッケ作用素である対合の跡の計算を部分的に解決した． 

 
研究成果の概要（英文）：In this study, we have explicitly calculated geometric sides of 
trace formulas, in order to derive concrete numerical values of traces of Hecke operators 
on spaces of Siegel cusp forms of degree two. Therefore, we have obtained arithmetic 
formulas for contributions of each conjugacy classes in the geometric side. Applying the 
formulas, we got some results on explicit formulas for dimension of spaces (traces of 
trivial actions) and we partly solved computations for traces of involutions as certain 
Hecke operators. 
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１．研究開始当初の背景 
 

一変数保型形式のヘッケ作用素の明示的
跡公式の研究は１９５０年頃から始まって
おり，Eichler と Selberg と Hijikata たちの
仕事の寄与が大きい．またその一般化である
ヒルベルト保型形式のヘッケ作用素の明示
的跡公式に関しては，Shimizu が大きく貢献

している．彼らの仕事以外にも多くの研究者
によって研究されてきている．これだけ研究
されている理由は，保型形式のヘッケ作用素
の固有値を調べることが保型形式と保型 L関
数の研究にとって明らかに重要であるため
である． 
ジーゲル保型形式の場合には，自明な作用

の跡（空間の次元）を除いて，明示的跡公式
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に関する研究結果がないため, ジーゲルカ
スプ形式の空間に明示的跡公式の研究を推
進することが強く望まれる．一方で，保型形
式の空間の構造を研究する上で，主要な離散
群に対する空間の次元（自明な作用の跡）を
知ることは非常に重要なので，多くの先行研
究が存在する．２次のジーゲル保型形式の空
間に関する次元の研究は Igusaによる次数環
から始まった．明示的次元公式を得るための
大きな一般的な手法としては, セルバーグ
跡公式を用いる解析的な手法と, リーマ
ン・ロッホの定理を用いる幾何的な手法の二
つが存在する．解析的な手法による主な研究
としては，Morita, Christian, Arakawa, 
Hashimoto による先行研究と近年に我々が推
進している研究が存在する．また幾何的な手
法では，Yamasaki と Tsushima による研究が
ある． 
 
 
２．研究の目的 
 

本研究の目的は，多変数保型形式の空間上
のヘッケ作用素の跡に対して明示的公式を
与えることによって，保型形式の空間の構造
と保型 L関数の性質を研究することが目的で
ある．我々の目指す明示的跡公式とは，具体
的な数値まで計算できる形の公式のことを
意味する．本研究は多変数保型形式の中でも
最も良く研究されている対象の一つである
ジーゲルカスプ形式を研究する．ヘッケ作用
素の固有値によってジーゲルカスプ形式の
保型 L関数は定義されるため，その跡の値が
一般的に分かることは，ジーゲル保型形式と
その L関数の研究において大きな進展となる．
本研究の具体的な目標は， 
(1) いくつかの主要な数論的離散群について

の２次のジーゲルカスプ形式の空間上の
ヘッケ作用素の明示的跡公式の決定， 

(2) レベルが３以上の主合同部分群について
の一般次数のジーゲルカスプ形式の空間
の明示的次元公式の予想の解決， 

(3) 明示的跡公式の低いウェイトへの拡張， 
の三つである．自明な作用の跡は空間の次元
となることから、明示的次元公式も本研究の
目的に含まれる． 
 
 
３．研究の方法 
 

本研究では，下記のような方法によって明
示的跡公式を研究した． 
(1) Godemant の公式と従来の計算手法．正則

ジーゲルカスプ形式から成る正則ジー
ゲルカスプ形式から成るヒルベルト空
間上の再生核に関する基本領域上での
積分によってヘッケ作用素の跡が記述

される（Godement の公式）．そして，主
に Morita と Hashimoto の仕事によって，
スカラー値の場合かつ自明な作用の跡
（空間の次元）に関して，その積分を共
役類ごとの寄与に分解して，各共役類の
寄与を明示的に計算することができて
いた．本研究ではベクトル値の場合を含
むヘッケ作用素の跡に彼らの手法を一
般化した．  

(2) 軌道積分に関する極限公式．基本領域が
コンパクトな場合における保型形式の
空間の次元公式がLanglandsによって定
式化された．そのときの道具が
Harish-Chandra の半単純軌道積分に関
する極限公式であった．本研究では基本
領域が非コンパクトな場合を扱ってい
るので，ダンピングファクター付きのユ
ニポテント軌道積分を扱うことが重要
となる．そこで Rossmann と Bozicevic
のユニポテント軌道積分に関する極限
公式を用いた．ダンピングファクター付
なので直接に極限公式を適用すること
ができない．ダンピングファクターのパ
ラメータに対する挙動を調べて，軌道積
分の値を用いて評価することによって
極限公式が適用可能となった． 

(3) ArthurのL２レフシェッツ跡公式．Arthur
は彼の不変跡公式の理論を用いて L２コ
ホモロジーに関するレフシェッツ跡公
式を与えた．この公式は保型形式（非正
則も含む）の複数の空間上のヘッケ作用
素の跡の線型結合だと思える．離散群の
共役類に関する既知の情報を用いるこ
とで，２次の斜交群に関するこの公式を
明示的に計算するができる．これにより，
２次のジーゲルカスプ形式の空間を含
む複数の空間上の明示的跡公式を得る
ことが可能となった．  

(4) Labesse-Langlands の安定化に関連した
公式．Labesse-Langlands による SL(2)
のユニポテント項の安定化の技術は，
Hammond-Hirzebruch によるヒルベルト
カスプ形式の空間の次元への清水L関数
の特殊値の寄与の計算の一般化だと見
なすことができる．そのため，彼らの公
式は明示的計算に適用可能であり，我々
は擬ユニポテント元の寄与の計算に用
いた． 

 
 
４．研究成果 
 
 まず最初の成果としては「３．研究の方法」
の（１）によって，２次の正則ジーゲルカス
プ形式の空間上のヘッケ作用素の跡を共役
類ごとの寄与に分割することができた．そし
て「３．研究の方法」の（１）と（２）によ



 

 

って幾何サイドの各共役類の寄与について
の算術的公式を得ることができた．そのため，
明示的跡公式を得るための残りの問題は大
域的な値を明らかにすることに絞られた． 

次に「３．研究の方法」の（３）を用いた
研究による成果を述べたい．その公式を明示
的な形にまで計算し，我々の明示的次元公式
と組み合わせることで，未知であった非正則
な２次のジーゲルカスプ形式の空間の明示
的次元公式を得ることに成功した．また更に
Schmidt による局所新形式の理論を用いるこ
とで、アーサー予想の仮定下で低いウェイト
へ既知の公式を拡張できることが明らかと
なった．仮定が必要なので定理とはならない
が低いウェイトについての公式の目標が明
確になった． 

Atkin-Lehner involution と呼ばれるヘッ
ケ作用素の一種である対合の跡についての
明示的跡公式の研究した．特に擬ユニポテン
ト元の寄与の明示的公式を得るために大域
的な値を調べた．その結果，この大域的な値
は清水 L関数の特殊値によって記述されるこ
とが明らかになった．さらに「３．研究の方
法」の（４）を用いることで，実２次体上の
２次指標の分類とそれらの導手の決定を行
えば，その大域的な値が分かり，明示的公式
を得ることができることが分かった．いくつ
かの限定的な場合には，すでに明示的公式を
得ており，より一般的に公式を与えることが
残りの問題となっている．この研究は他のヘ
ッケ作用素の跡における擬ユニポテント元
の寄与の明示的計算にも適用可能である． 
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