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研究成果の概要（和文）：

波面のカスプ的嘴、カスプ的唇、カスプ的蝶、臍特異点の判定法をすべて与えた。また、

モンド特異点・高次元波面の基本的な特異点に対して具体的に計算できる判定法を与えた。
これらを応用し、疑球面内の曲面と球面内の曲面の双対性の枠組みの中で様々な特異点

があらわれる条件と、曲面の微分幾何学的性質との関係について明らかにした。また、波
面の概念を内在的に定式化し、同じ次元間の写像と波面を同時に扱い、様々な写像の位相
的性質と特異点の数との関係を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：
I gave criteria for cuspidal lips, cuspidal beaks, cuspidal butterfly, umbilics of
singularities fronts. Furthermore, I gave criteria for Mond singularity and higher
dimensional singularities of fronts.
As applications of them, I clarified relationships between singularities and differential
geometric properties of surfaces. Furthermore, I gave an intrinsic formulation of fronts.
Using this, I gave formulas about numbers of singularities.
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１．研究開始当初の背景
研究開始当初、幾何学研究において特に、部
分多様体の微分幾何学、接触幾何学やシンプ
レクティック幾何学、微分方程式の解、特異
点を持つ図形の幾何学、画像処理、幾何光学
などにあらわれる特異性がある微分可能写
像の特異点としてとらえられるということ
が解ってきていた。

その研究に対して、可微分写像の特異点理論
を応用するとさらに深く調べることができ
ると思われた。
その研究には、よく現れる特異点に対して、
なるべく簡単な特異点の判定法を作る必要
があった。それが与えられれば、様々な状況
の特異性に関する研究を進展させることが
できると思われた。
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２．研究の目的
微分可能写像の特異点理論を応用し、曲面論
に特化して深く研究することが目的である。
具体的には、第一に簡単に計算できる特異点
の判定法を与えこと、次にそれを応用して新
しい不変量や、新たな研究対象を発見し、研
究することが目的である。

３．研究の方法
まずは、特異点論の整備を行う。マザーの割
り算定理を精密化し、与えられた集合上で消
える関数を割り算で書くという定理を証明
する。まずは特異点理論を整備し、使いやす
い定理を作っておくというのが本研究を遂
行する上での具体的な工夫である。それを利
用して曲面のガウス写像や曲率を特異点で
も意味のある値として計算できるようにす
る。それを利用して、特異点のまわりでの関
数の振る舞いを明らかにする。また、波面の
特異点の判定法を作る。
上記の判定法と割り算定理を利用して、特異
点において種々の微分幾何的不変量の振る
舞いを具体的に式で書ききることにより、特
異点の幾何的意味を考察する。さらに双対性
を利用して対応する曲面の特異点の条件と
もとの曲面の曲率等の情報の関係を見るこ
とにより、新しい不変量や研究対象を見つけ
る。

４．研究成果
(1)特異点論の深化に関して
波面のカスプ的嘴、カスプ的唇、カスプ的蝶、
臍特異点の判定法をすべて与えた。これで、
波面の１パラメーター変形にあらわれる特
異点にすべて判定法を与えることができた
ことになる。
カスプ的嘴、カスプ的唇、臍特異点に関して
は面積密度関数と呼ばれる波面の基本的な
関数である面積密度関数のヘッセ行列の言
葉で判定法を書き切ることができ、カスプ的
蝶に関しても面積密度関数の方向微分の言
葉で書き切った。
これらは非常に基本的な仕事であり、今後の
波面研究を発展させることができると思わ
れる。特に臍特異点に関しては余階数が２の
特異点であり、解析が非常に難しいと言われ
ていた。たとえば双曲空間内の平坦曲面にお
いてはそれを作る複素関数が特異点を持つ
ときにあらわれることが指摘されている。そ
の特異点をヘッセ行列式のみを計算するだ
けでわかることにした意義は非常に大きい。
この特異点は図に描くと次のようなもので
ある。

D4+特異点

D4-特異点

また、モンド特異点と呼ばれるクラス全てに
対して具体的に計算できる判定法を与える
ことができた。さらに、高次元波面に関して
A 型特異点の判定法を全て与えた。
これらの判定法に関しては超幾何微分方程
式の双曲的シュワルツ写像にあらわれる特
異点の研究者達に用いられたり、特異点論の
コントロール理論への応用を研究している
研究者に用いられている。
これらの判定法を使うと、様々な幾何学的状
況で特異点が少しの計算で判定できるこの
ような判定法は以後頻繁に使われることに
なると思われる。

(2)応用に関して
ミンコフスキ空間内の疑球面内の曲面の双
対性の枠組みの中で様々な特異点があらわ
れる条件を書き、曲面の微分幾何学的性質と



特異点との関係について明らかにした。
また球面内の双対性に関しても各々の特異
点があらわれる条件を明らかにした。この中
で、燕の尾とカスプ的交差帽子との双対性の
意味をはっきりさせ、カスプ的嘴の自己双対
性を発見した。
また、波面の概念を内在的に定式化し、同じ
次元間の写像と波面を同時に扱えるように
した。さらに、カスプ辺の特異曲率も内在的
に定式化し、同次元間の写像の特異曲率の幾
何学的意味を明らかにした。この設定の下、
様々な写像の位相的性質と特異点の数との
関係を明らかにした。
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