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研究成果の概要（和文）：距離空間上の確率測度のなす空間に自然な距離を入れたものである

Wasserstein 空間の幾何学について研究した．成果の１つとして，高い特異性を持ち得る空間

（アレクサンドロフ空間）上の Wasserstein空間の幾何構造を調べ，そこでの勾配流の理論を

構築した．また，Wasserstein 空間上のある種のエントロピーの凸性は空間の曲がり方と密接

に関係することが知られていたが，この関係をより一般の空間（フィンスラー多様体）に拡張

した． 

 
研究成果の概要（英文）：We studied the geometry of Wasserstein spaces, which are the metric 
spaces consisting of probability measures on metric spaces. One of our achievements is 
the investigation of the geometric structure of the Wasserstein space over a possibly 
highly singular space (an Alexandrov space), and the establishment of the theory of 
gradient flows in such a space. We also generalized the known equivalence between the 
convexity of a certain entropy on the Wasserstein space and a curvature bound of the 
underlying space to a wider class of spaces (Finsler manifolds). 
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１．研究開始当初の背景 
 
 距離空間 Xに対し，その上のボレル確率測
度全体のなす空間 P(X)に Xの距離構造から定
まる自然な距離空間としての構造を入れた
ものを Wasserstein空間とよび，以下では単
に P(X)で表す．Wasserstein 距離は最適輸送
理論では２つの確率測度の間の最小輸送コ

ストと解釈される． 
 ユークリッド空間やリーマン多様体上の
Wasserstein 空間でのエントロピーの振る舞
いについての McCannらの先駆的な業績の後，
2005 年頃から von Renesse, Sturm, Lott, 
Villani は徐々に一般的な状況で，完備リー
マン多様体 Mに対し，P(M)上のある種のエン
トロピーの凸性（以下では曲率次元条件と呼
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ぶ）が M のリッチ曲率が下から（かつ次元が
上から）押さえられていることと同値である
ことを示した．そしてこの曲率次元条件を，
多様体とは限らない一般の測度距離空間に
対してもリッチ曲率の下限に対応する条件
として導入し，それを満たす空間がリッチ曲
率を押さえられたリーマン多様体と共通の
幾何的・解析的性質をもつこと，曲率次元条
件 が 測 度 距 離 空 間 の 列 の 測 度 つ き
Gromov-Hausdorff 収束で保たれることなど
の基本的な性質を明らかにした． 
 ま た ， Jordan-Kinderlehrer-Otto や
Otto-Villaniの 2000年前後の業績により，X
上のある種の発展方程式の解は，対応する
P(X)上の汎関数の勾配流と見なすことがで
き，その汎関数の性質を調べることで X上の
関数不等式などへの応用があることが知ら
れていた．代表的な例は相対エントロピーの
勾配流（の密度関数）が熱流を与えることで
あり，これは相対エントロピーの凸性を通し
て上述の曲率次元条件や対数ソボレフ不等
式などと関係する． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は，距離空間上の確率測度の
なす空間である Wasserstein空間の幾何学の
進展と，その距離空間の幾何学や解析学など
への応用であった．Wasserstein 空間や最適
輸送理論は元々確率論，偏微分方程式，経済
学などに幅広く応用されてきたが，近年その
幾何学的側面への関心が高まっており，活発
に研究が行われている．その中で本研究に最
も関係の深いものは，背景で述べた Lott, 
Sturm, Villaniによる測度距離空間のリッチ
曲率の下限への取り組み及び応用と，Otto, 
Ambrosioらによる Wasserstein空間上の勾配
流の理論である． 
 具体的には，曲率次元条件を満たすリーマ
ン多様体以外の空間の豊富な例を与えるこ
とと，Wasserstein 空間の幾何構造を距離空
間の幾何の立場から詳細に記述すること，更
にそれらの応用を主たる研究目的とした．背
景で述べたように曲率次元条件はリーマン
多様体の収束で保たれるが，曲率次元条件を
満たす空間がそのような極限空間以外にど
の程度あるのかは，一般論を展開する上で重
要な問いである．また，Wasserstein 空間は
無限次元空間であり，その幾何構造を調べる
のに通常の多様体の理論は使えない．そこで，
距離空間の幾何の理論を幾何構造の理解に
役立てたい． 
 
３．研究の方法 
 
 曲率次元条件を満たす空間の新たな例の
研究では，フィンスラー多様体を考えた．フ

ィンスラー多様体とは，各接空間にノルム
（より一般には非対称性を許したミンコフ
スキノルム）が与えられた多様体であり，特
に内積から定まるノルムに限ったのがリー
マン多様体である．フィンスラー多様体には
自然な距離構造が定まるが，測度は自然なも
のを１つ決めることはできない．一方，リッ
チ曲率は定義されていたが，測度を決めるこ
とができないため，あまり有用とは言えなか
った．そこで，任意の測度に対し重みつきリ
ーマン多様体の理論を参考にして重みつき
のリッチ曲率を導入し，このリッチ曲率と測
度の関係を調べた． 
 Wasserstein空間の勾配流に関する研究で
は，先行する研究に比べて真に幾何学的な手
法を用いた．具体的には，アレクサンドロフ
空間の理論を用いて Wasserstein空間の幾何
構造を調べ，勾配流の定式化とその性質の研
究につなげた．X上の Wasserstein空間 P(X)
は，X が非負曲率を持つときアレクサンドロ
フの意味で非負曲率を持つが，X が非負曲率
を持たないときは曲率を下から押さえられ
ないことが知られていた．これを克服するた
め，バナッハ空間の幾何学を参考にして曲率
の下限とは異なる非負曲率の一般化（距離の
弱凹性）を導入し，それが Wasserstein 空間
で満たされることを用いて P(X)の幾何構造
を調べた． 
 
４．研究成果 
 
 始めにフィンスラー多様体については，研
究方法で述べたリッチ曲率の下限が曲率次
元条件と同値であることを示した．これによ
り ， 曲 率 次 元 条 件 の 一 般 論 か ら
Bishop-Gromov 体 積 比 較 定 理 ，
Brunn-Minkowski 不等式，対数ソボレフ不等
式，大域ポアンカレ不等式，測度の集中など
の一連の幾何的・解析的応用が得られる．こ
れに続けて，Sturm（Bonn 大学）と共同でフ
ィンスラー多様体上の自然な非線型熱方程
式を研究し，その解の存在や正則性などにつ
いての基本的な性質の他，上で述べたリッチ
曲率についてのラプラシアンの比較定理な
どを得た．これらの成果により，この研究で
導入したリッチ曲率は自然なものであると
言える． 
 勾配流の研究では，コンパクトアレクサン
ドロフ空間上の Wasserstein 空間が，それ自
身はアレクサンドロフ空間でないにも関わ
らず，同じ点から出発する２本の測地線の間
の角度が考えられるという意味でリーマン
構造に似た性質を持つことを示した．更に，
この測地線の間の角度を用いて P(X)上の一
般の凸関数の勾配流を定式化し，その存在性
や収縮性を示した．特にリーマン多様体上で
は，この方法で構成された相対エントロピー



 

 

の勾配流は熱流と一致し，相対エントロピー
の凸性（つまり，曲率次元条件）から熱流の
Wasserstein 距離についての収縮性が得られ
る．同様の熱流の勾配流としての特徴づけは，
フィンスラー多様体でも Sturmとの共同研究
の中で示された． 
 Wasserstein 空間の勾配流の理論は近年目
覚ましく発展しており，特に上で述べたよう
な発展方程式の解の勾配流としての解釈は
様々な空間や方程式に拡張，応用されている．
上記のアレクサンドロフ空間，フィンスラー
多様体に置ける成果は，その中でも空間の特
異性から重要な位置を占めるものである．ま
た，フィンスラー多様体への重みつきリッチ
曲率の導入は，フィンスラー幾何の研究への
リーマン幾何的なアプローチを可能にする
画期的なものであり，今後も様々な応用が期
待できる． 
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