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研究成果の概要（和文）：任意の 2次元トーリック弱 Fanoスタックに対して、ブレーン・タイ
リングと呼ばれる組合せ論的な対象を対応させ、これによってこのスタック上の連接層の導来

圏を箙の表現を用いて記述することができた。また、Brieskorn-Pham 特異点と呼ばれる基本
的な特異点に対するホモロジー的ミラー予想を証明した。さらに、A 型の旗多様体上の
Gelfand-Cetlin系のトーラスファイバーのポテンシャル関数を計算した。	 
	 
研究成果の概要（英文）：With any two-dimensional toric weak Fano stack, we could associate 
a combinatorial object called a brane tiling, which allows us to describe the derived 
category of coherent sheaves on this stack in terms of representations of quivers. We have 
also proved homological mirror conjecture for a basic class of singularities called 
Brieskorn-Pham singularities. In a slightly different direction, we have computed the 
potential function for the torus fiber of the Gelfand-Cetlin system on flag varieties of type 
A.	 
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１． 研究開始当初の背景	 
	 
ミラー対称性は理論物理学における超弦理
論に由来する数学的な現象で、ある空間のシ
ンプレクティック幾何学と別の空間の複素
幾何学の間に不思議な関係があることを指
し、弦理論的 Hodge 数やモチーフ積分、
Gromov-Witten不変量、軌道体コホモロジー
や三角圏上の Bridgeland 安定性などの様々

な新しい数学の分野を生み出すとともに、超
幾何関数や Floer理論、連接層の導来圏や特
殊 Lagrange部分多様体など、既存の多くの
分野の発展を促してきた。 
 
トーリック Fano スタックに対し、そのミラ
ーは同じ次元の代数的トーラス上の正則関
数で与えられる。この時、対象がその正則関
数の消滅サイクルで、射の空間がそれらの間
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の Floer 複体で与えられるような A-infinity
圏が定義され、深谷-Seidel圏と呼ばれる。一
般に、A-infinity 圏に対してその導来圏や
Grothendieck群を定義することができるが、
深谷-Seidel 圏の Grothendieck 群に Ext の
Euler 数で内積を定義したものが特異点論で
重要な Milnor 格子になるという意味で、深
谷 -Seidel 圏 は Milnor 格 子 の 圏 化
(categorification)であると言われる。 
 
ミラー対称性に関わる様々な現象に概念的
な理解を与えるべく、Kontsevich によって
1994 年の国際数学者会議で提唱されたのが
ホモロジー的ミラー予想である。これはもと
もと Calabi-Yau 多様体に対して定式化され、
任意の Calabi-Yau 多様体に対してある
Calabi-Yau 多様体が存在して、前者の連接
層の導来圏と後者の深谷圏の導来圏が三角
圏として同値であることを主張する。 
 
また、トーリック Fano 多様体に対するホモ
ロジー的ミラー予想も存在し、任意のトーリ
ック Fano スタックに対し、その上の連接層
の導来圏がミラーの深谷-Seidel 圏の導来圏
と三角圏として同値であることを主張する。 
 
ホモロジー的ミラー予想はミラー対称性に
関わる予想の中では最も強い主張であると
考えられており、Gromov-Witten不変量とミ
ラーの周期の関係に関する古典的ミラー予
想など、他の多くの予想を系として導くと期
待されている。しかし、その重要性にも関わ
らず、ホモロジー的ミラー予想が証明されて
いるのは 1998年の Polishchuk-Zaslowによ
る楕円曲線の場合(ただし、厳密に言うと彼ら
の主張は三角圏の同値よりも少し弱い)と、
2003年の Seidelによる 3次元射影空間の中
の 4次 K3超曲面の場合(ただし、その証明に
は誤りがあり、2011 年の改訂版で修正され
た)に限られていた。 
 
一方、トーリック Fano スタックに対するホ
モロジー的ミラー予想についても、知られて
いる結果は 2000年の Seidelによる射影平面
および 0次の Hirzebruch曲面の場合、2006
年の Auroux-Katzarkov-Orlovによる重みつ
き射影平面の場合、2006 年の筆者によるト
ーリック del Pezzo の場合、それに 2007 年
の筆者と山崎雅人氏によるトーリック del 
Pezzo 曲面をトーラスの有限部分群で割って
得られる軌道体の場合に限られていた。 
 
筆者と山崎氏の共同研究における証明は、弦
理論の研究者によって 4次元の超対称ゲージ
理論を研究する過程で導入されたブレー
ン・タイリングと呼ばれる対象を本質的に使
う。これはトーラス上の 2 色グラフであり、

ここから関係式付き箙が自然に定まる。この
関係式付き箙の表現の導来圏は 2次元のトー
リック Fano スタック上の連接層の導来圏と
そのミラーの深谷-Seidel 圏の導来圏の両者
と三角圏として同値であると予想されてお
り、このことからホモロジー的ミラー予想が
系として従う。 
 
これはトーリック Fano スタック上の連接層
の導来圏とミラーの深谷-Seidel 圏の導来圏
の関係に関する話であるが、トーリック
Fano スタックの深谷圏の導来圏について考
えることもできる。この場合、ミラーで対応
するのは安定導来圏(特異点の三角圏とも呼
ばれる)であると考えられている。 
 
トーリック多様体の深谷圏に関する重要な
結果は、2003 年の Cho-Oh によるトーラス
作用に関する運動量写像のファイバーの
Floer コホモロジーの計算と、2008 年の
Fukaya-Oh-Ohta-Ono によるポテンシャル
関数の計算であった。 
 
また、次数付き安定導来圏に関しては、梶浦
-齋藤-高橋によって、2005年に単純特異点の
場合に、また 2007年に 14個の例外型特異点
を含む幾つかの場合に構造が決定された。ま
た、単純楕円型超曲面特異点と巡回
Gorenstein 特異点については、それぞれ
2006年と 2007年に筆者によって構造が決定
された。 
 
代数多様体上の因子が与えられたとき、それ
に接するベクトル場のことをその因子に沿
った対数的ベクトル場と呼ぶ。対数的ベクト
ル場のなす層は常に反射的になることが齋
藤恭司によって知られており、特に曲面に対
しては常にベクトル束になる。対数的ベクト
ル場のなす層の同型類からいつ元の因子が
復 元 で き る か と い う 問 題 が
Dolgachev-Kapranov によって考察され、対
数的ベクトル場に対する Torelli 問題と名付
けられたが、2007 年の吉永正彦氏と筆者の
共同研究によって、射影平面内の滑らかな 3
次曲線に対しては解決された。 
	 
２．研究の目的	 
	 
ブレーン・タイリングは 2次元のトーリック
Fano スタック上の連接層の導来圏と、その
ミラーの深谷-Seidel圏という、一見まったく
掛け離れた二つの三角圏の仲立ちをする組
合せ論的な対象であり、ミラー対称性のみな
らずトーリック幾何や多元環の表現論、統計
物理学などの様々な話題と関係している。こ
のブレーン・タイリングについての数学的な
理解を深めるのが研究の第一の目的である。 



 

 

 
トーリック Fano 多様体の、トーラス作用に
関する運動量写像のファイバーとして得ら
れる Lagrange トーラスに関しては、その
Floer コホモロジーやポテンシャル関数が
Cho-Oh や Fukaya-Oh-Ohta-Ono によって
計算された。一方、A型の旗多様体の上には、
Gelfand-Cetlin系と呼ばれる、トーリック多
様体のトーラス作用に関する運動量写像に
非常に良く似た構造を持つ完全可積分系が
存在する。さらに、旗多様体はトーリック多
様体への退化を持つことが知られている。こ
れを用いて Gelfand-Cetlin 系とトーリック
多様体のトーラス作用に関する運動量写像
の間に関係を付けることと、それを用いて
Gelfand-Cetlin 系のファイバーとして得ら
れる Lagrangeトーラスのポテンシャル関数
を計算することが第二の目的である。 
 
単純特異点や単純楕円型超曲面特異点を超
えるより一般のクラスの特異点に対して、そ
の次数付き安定導来圏や、ミラーの深谷
-Seidel圏の構造を決定し、それらの特異点に
対するホモロジー的ミラー予想を証明する
ことが第三の目的である。 
 
さらに、対数的ベクトル場に対する Torelli
問題を一般次元の射影空間の中の滑らかな
因子に対して完全に解決することが第四の
目的である。 
	 
３．研究の方法	 
	 
（１）石井亮氏および二木昌宏氏と共同でブ
レーン・タイリングとトーリック幾何の関係
を研究した。ブレーン・タイリングの研究に
おける最初の問題点は、確固たる数学的な定
義がないことであった。ブレーン・タイリン
グはトーラス上の 2色グラフ(すなわち、頂点
の集合が白と黒の 2色に塗り分けられていて、
任意の辺は違う色の頂点を結んでいるよう
なグラフ )であって、2 次元のトーリック
Fano スタックの連接層の導来圏とそのミラ
ーの深谷-Seidel 圏の導来圏の双方に対して
組合せ論的な記述を与えると期待されてい
るのだが、トーラス上のどのような 2色グラ
フでもブレーン・タイリングと呼ばれる資格
があるわけではない。最初の条件はその 2色
グラフから定まる箙の表現のモジュライ空
間が、安定性のパラメーターを適当に選べば
3 次元の滑らかなトーリック Calabi-Yau 多
様体にならなければならないというもので、
これに対する十分条件が石井氏との共同研
究において既に求められていた。しかし、ト
ーラス上の 2色グラフで、ブレーン・タイリ
ングと呼ぶには性質が悪すぎるが、この条件
によって排除できないものが存在するので、

より強い条件が必要である。これに関しては
幾つかの候補があったが、それらの間の関係
を明らかにし、正しい条件を決定した。さら
に、任意のトーリック Fanoスタックに対し、
あるブレーン・タイリングが存在して、スタ
ックの連接層の導来圏がブレーン・タイリン
グに付随する箙の表現の導来圏と同値にな
ることを、Gulotta のアルゴリズムと幾何学
的な議論を組み合わせることによって示し
た。また、ブレーン・タイリングをリボング
ラフと見て、そこからシンプレクティック
Lefschetzファイブレーションを作った。 
 
（２）トーリック退化は多様体の複素構造を
変えることによって得られるが、完全可積分
系や Floerコホモロジーはシンプレクティッ
ク幾何的な対象であり、複素構造に依らない。
中心ファイバーが滑らかでないことによる
困難が生じるが、いくつかの仮定のもとでこ
の困難は回避できることが分かる。これらの
仮定は A 型の旗多様体に対しては成り立ち、
Gelfand-Cetlin 系のトーラスファイバーの
ポテンシャル関数を求めることができた。 
 
（３）Brieskorn-Pham 特異点や、A 型と D 型
の特異点の Sebastiani-Thom 和として与えら
れる特異点に対して、次数付き安定導来圏と
深谷-Seidel 圏の双方を具体的に記述した。
特に、後者では Seidel によるシンプレクテ
ィック Picard-Lefschetz 理論を本質的に使
う。	 
	 
（４）滑らかな 3次曲線に対しては、それに
沿った対数的ベクトル場の層の跳躍直線の
集合が Cayleyan と呼ばれる古典的な対象と
一致することが証明の重要なステップであ
った。これを一般化するために、跳躍直線で
はなく跳躍因子の集合を考えることによっ
て、ここからもとの因子の Jacobi イデアル
を復元することができた。 
	 
４．研究成果	 
	 
(1)ブレーン・タイリングの様々な側面につ
いて、石井亮氏および二木昌宏氏と共同で研
究を行った。	 
①代数幾何的側面については、Gulotta によ
るアルゴリズムと特殊 McKay 対応を用いるこ
とによって、任意の 2 次元のトーリック弱
Fano スタックに対して対応するブレーン・タ
イリングを与えることができた。また、任意
のブレーン・タイリングに対して、対応する
トーリック Fano スタック上の強巡回例外列
を与えることもできた。	 
②組合せ論的な側面に関しては、整合性条件
と呼ばれる条件が重要であり、これまでに
様々なものが提案されてきたが、それらが適



 

 

当な仮定のもとで同値であることを示すこ
とができた。	 
③シンプレクティック幾何的な側面につい
ては、任意のブレーン・タイリングに対して
完全 Lefschetz ファイブレーションが存在し
て、その深谷-Seidel 圏が対応するトーリッ
ク Fano スタックの連接層の導来圏と同値に
なることを示すことができた。	 
	 
(２)西納武男氏および野原雄一氏と共同で
Gelfand-Cetlin系のFloer理論的な研究を行
った。Gelfand-Cetlin 系は旗多様体を相空間
とする完全可積分系であり、表現論と密接に
関連している。旗多様体はトーリック多様体
への退化を持つことが知られているが、我々
の研究によってこの退化が可積分系の構造
と整合的であることが示され、それを用いて
ポテンシャル関数と呼ばれる Floer 理論的な
量を計算することができた。この結果から、
旗多様体はどのような Hamilton アイソトピ
ーで移しても必ず移す前のものと交叉する
ような Lagrange 部分多様体を持つことが従
う．	 
	 
（３）二木昌宏氏と共同で、Brieskorn-Pham
特 異 点 や 、 A 型 と D 型 の 特 異 点 の
Sebastiani-Thom 和として与えられる特異点
に対して、ホモロジー的ミラー予想を証明し
いた。	 
	 
（４）吉永正彦氏と共同で、対数的ベクトル
場に対する Torelli 問題を一般次元の射影空
間の中の滑らかな因子に対して完全に解決
した。 
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