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研究成果の概要（和文）： 

 

 マルコフ過程のエクスカーション理論に関して４つの観点から新しい展開をもたらした．
（１）マルコフ過程に重みを掛けて正規化極限をとる問題，いわゆる処罰問題．（２）区間
上の拡散過程について境界からの跳入を持つ拡張．（３）周遊測度および処罰問題を統一す
るシグマ有限測度の端点性．（４）離散時刻ツィレルソン方程式の拡張した問題，特に，コ
ンパクト群に値をとる場合，及び有限状態マルコフ連鎖の道路着色による時間発展． 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
 I have made new developments of excursion theory for Markov processes from the following 
four viewpoints. (1) The penalisation problems, i.e., the limit problems of Markov 
processes transformed by weight and normalization. (2) Extension of diffusion process 
on intervals which involves jumps from the boundaries. (3) Extremality of excursion 
measures and the sigma-finite measures unifying penalisation problems. (4) Generalized 
problems of discrete Tsirelson equations, in particular, those taking values in compact 
groups, and those of Markov chains evolving according to a road coloring.  
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１．研究開始当初の背景 
 
マルコフ過程のエクスカーション（以下，

周遊）理論とは，複雑な様相を呈するマルコ
フ過程の標本路を，与えられた点を起終点と

する道の断片に分割し，そうして得られた周
遊点過程(図 1)の確率論的振る舞いを明らか
にする強力な理論である．周遊理論により標
本路の精緻な構造が把握できるため，応用可
能な場合は明快な結果が得られる． 
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周遊理論は Paul Levy(1948)に端を発し伊
藤清(1972)によって完全に定式化された．周
遊測度の構造について，池田信行，渡辺信三，
David Williams, Jean-Michel Bismut らによ
りブラウン運動(80 年代)， Jim Pitman, Marc 
Yor らによりベッセル拡散過程(80 年代)，
Patrick J. Fitzsimmons, Ronald K. Getoor, 
Jean Bertoinらにより正跳レヴィ過程(90年
代)の場合が明らかにされた．また，境界問
題への応用が Zhen-Qing Chen, 福島正俊, 田
中洋らによってなされた(2000年代)． 
 

図 1. 周遊点過程のイメージ 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，マルコフ過程の周遊理論

を新しい視点から発展させることである．具
体的には以下の問題に取り組む． 
 
マルコフ過程（特に，拡散過程及びレヴィ

過程）の極限定理への応用，弱流出境界を持
つ消滅ポテンシャルつき拡散過程の標本路
の構成，周遊の成す凸集合の端点集合の決定
問題．  
 
３．研究の方法 
 
(1) 約 8年前より Bernard Roynette, Pierre 

Vallois, Marc Yor の三氏らによって研
究されてきたブラウン運動の処罰問題
と呼ばれる極限定理において，周遊理論
が本質的に関わっていることを見抜い
た．本研究では，周遊理論の応用として
処罰問題に取り組んだ． 
 

(2) William Feller(50 年代)は区間上の拡
散過程に対し一般境界条件を導入した．
対応する確率過程の標本路の構成につ
いて，半直線上で正則境界の場合は伊藤
清，Henry P. McKean (1963)が与えたが，
流出境界の場合は伊藤清(1969)が周遊
理論を用いて与えた．本研究では，伊藤
の方法をさらに推し進め，一般の場合を
考察した． 

 
(3) 周遊測度は，与えられた過程に対する流

入法則たちの成す凸集合において端点
性を論ずることができ，それは境界拡張
の既約性と関係している．本研究では， 
レヴィ過程の周遊測度の端点性につい
て調べた． 
 

(4) 周遊測度は原点死滅過程との畳み込み
方程式における非自明な解である．これ
と類似のものに離散時刻 Tsirelson方程
式がある．これは Boris Tsirelsonによ
る強くない解を持つ確率微分方程式の
構成の際に導入されたもので，情報欠落
の補完について Marc Yorによってトー
ラスの場合に詳しく調べられた．本研究
以前に赤堀次郎・植西千尋との共同研究
でコンパクト群への拡張の研究を既に
始めていた．本研究では，その発展を論
じた． 

 
４．研究成果 
 
(1) 周遊理論の応用として処罰問題を研究

し，以下の結果を得た． 
 

① 点正則対称安定過程に対し，局所時間およ
びカッツ消滅の処罰問題を示した．それら
を支配するシグマ有限測度(図 2)を，調和
変換過程を用いて構成した(J. Math. Soc. 
Japan, 矢野裕子氏及び Marc Yor氏との共
同研究)．さらに，この結果の拡張として，
スペクトル片側でない非対称狭義安定過
程の場合も同様の結果をほぼ得ている．ス
ペクトル片側の場合は，重要な問題である
が，さらに考察を要する． 

図 2. 点正則対称安定過程のカッツ消滅
処罰問題を統一するシグマ有限測度のイ
メージ 
 

② 従属過程を除く狭義安定過程に対し，最大
値処罰問題を示した(Ann. Inst. Henri 
Poincare Probab. Stat., 矢野裕子氏及び
Marc Yor 氏との共同研究)．この結果は大
変興味深いもので，それを支配するシグマ
有限測度(図 3)が矢野裕子により構成さ
れているが，それは①のものと特異である． 



図 3. 狭義安定過程の最大値処罰問題を
統一するシグマ有限測度のイメージ 
 

③ ブラウン処罰問題を統一するシグマ有限
測度(図 4)の平行移動に関する準不変性
を調べた．その結果，カメロン・マルチン
の定理と並行した結論が得られた(J. 
Funct. Anal.)．この事実は，三次元ベッ
セル過程の平行移動において準不変性が
壊れ剰余項が現れるという Lorenzo 
Zambotti の結果と対照的で興味深い．さ
らなる課題としては，この結果を応用して
マリアヴァン解析を展開し，過渡的な過程
に対する全時間汎関数の滑らかさを示す
問題がある． 
 

図 4. ブラウン処罰問題を統一するシグ
マ有限測度のイメージ 
 

(2) 伊藤の方法を推し進め，区間上の拡散過
程の境界問題を調べた．その結果，境界
が正則・流出・流入・自然のいずれの場
合にも，跳入を許す拡張過程を完全に決
定し，その生成作用素が Fellerの境界条
件(とその拡張)によって記述されること
を示した(論文を投稿中)．今後の展望と
して，以下の問題がある．内部からの跳
出を許す拡張を論ずること，不変原理や
処罰問題などの極限定理を論ずること，
集団遺伝学への応用を論ずること． 
 

(3) ブラウン運動の周遊測度は端点性を持っ
ておらず，端点性を持つ正負の反射壁ブ
ラウン運動の周遊測度の和で与えられる．
この結果を受けて，ガウス部分を持たな
い点正則対称レヴィ過程の周遊測度の端

点性を調べた．その結果，極めて一般な
仮定の下で，端点性を持つという前述の
ことと対照的な結論が得られた．端点性
により，出発点近くで無限回原点を跨い
でいるという興味深い結果を得た
(Potential Anal.)． 
 

(4) 離散時刻 Tsirelson 方程式の発展的研究
として，以下の結果を得た． 
 

① (一般に非可換な)コンパクト群上の離散
時刻 Tsirelson 方程式について，B. M. 
Kloss, Albert Tortrat, Imre Csiszarに
よる独立確率変数列の無限積の理論を用
いることで，情報欠落の補完問題をほぼ完
全に解決した(Stochastic Process. Appl., 
平山孝夫氏との共同研究)． 
 

② 任意の既約エルゴード的マルコフ連鎖が
同期的な道路着色(図 5)に従う乱歩で表
現できるという結果を得た，また，そのよ
うな表現の列がとれて余分な情報をいく
らでも小さくできるための必要十分条件
が，Murray Rosenblattにより導入された
置換一様性に他ならないことを示した（J. 
Appl. Probab., 安富健児氏との共同研
究）．また，そのような表現に対するシャ
ノンエントロピーの全体は，区間をなして
い る こ と を 示 し た (Statistical 
Mechanics and Random Walks: Principles, 
Processes and Applications, 安富健児氏
との共同研究)． 

図 5. 同期的な道路着色 
 

③ 有限グラフ上の道路着色乱歩は自然に拡
張された意味で離散時刻 Tsirelson 方程
式と見做すことができる．既約エルゴード
的乱歩において，強い解であることと道路
着色が同期的であることとの同値性を示
した（J. Theoret. Probab., to appear）．
しかしながら，同期的でない場合(図 6)の
情報欠落がどのような量によって補完さ
れるかは明らかになっていない．この点に



ついて，Arunava Mukherjea や Gregory 
Budzban らにより精力的になされている
半群の Rees 分解を用いた解析が有効では
ないかと思われる． 

 図 6. 非同期的な道路着色 
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