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研究成果の概要（和文）：本研究では、グラフ理論の連結度の分野における頂点分割問題に関す

る Thomassen 予想の解決に向け、禁止部分グラフの研究視点からその部分的解決に取り組ん

だ。その結果、当該分野において有用な結果を多数得ることが出来た。 
 
研究成果の概要（英文）：In this research, I focused on the Thomassen’s conjecture concerning 
a partition problem in graph connectivity. I worked on this problem in view of the study on 
forbidden subgraphs and tried to get some partial results. As a result, I could obtain many 
nice results in this area. 
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１．研究開始当初の背景 
 

連結な有限無向単純グラフにおいて、どの
ｋ－１頂点を取り除いても連結性を保つよ
うなグラフをｋ連結グラフと呼ぶ。 

連結度の高いあるグラフを二つの部分グ
ラフでともに連結度の高いものに分割する
という問題について、1981 年に Thomassen 
がある予想を提起していた（予想のステート
メントについては「２．研究目的」で詳述）。   

グラフ理論の問題は帰納法で解けるもの
が多い。上述した高連結グラフの分割問題に
ついて、理想的な型の定理が得られれば、分
割されたそれぞれの部分グラフに帰納法の
仮定が適用出来て様々な構造定理を得るこ

とが期待出来ることから、この予想は多くの
研究者の注意を引いたが予想解決は困難を
極め、30 年近くほとんど進展がなく、手詰ま
り気味であった。 

高連結グラフの分割問題については、先行
研究ではほとんど何も知られていないが、そ
れに関連する可縮辺の存在に関する研究が
北欧やドイツなどで活発に行われている。ｋ
連結グラフのある辺に対して、その両端点を
同一視し、それによって生じるループや多重
辺を除去するという操作を縮約といい、縮約
してもｋ連結性を保つ辺のことを可縮辺と
いう。辺を縮約したグラフの連結度が下がら
なければ、グラフの頂点数に関する帰納法が
適用できるため、可縮辺の研究はグラフ理論
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の諸分野で重要な役割を果たしている。一例
を挙げると、Thomassen は頂点数５点以上
の３連結グラフは可縮辺を含むことを示し、
その事実を用いて Tutte の車輪定理と呼ばれ
る３連結グラフの構造定理や、平面グラフの
特徴付けを与えた Kroutovsky の定理に簡明
な別証明を与えることに成功している。 

可縮辺の両端点を除去しても、得られたグ
ラフの連結度は元のものと比べて高々１し
か下がらないので、可縮辺によって誘導され
る２頂点部分グラフＢと、その可縮辺の両端
点を除去したときに残る(ｋ－１)連結グラフ
Ａを上で述べたグラフの分割問題として捉
えると、二つの部分のうち、一方（Ｂ側）が
２頂点完全グラフを誘導し、もう一方（Ａ側）
が連結度の高い全域部分グラフを誘導する
というグラフの分割構造として解釈出来る。       
従って、上述した高連結グラフの分割問題

に関する研究は、可縮辺に関する研究を含む
発展的研究として位置付けることが出来、そ
こで得られる結果に対してグラフ理論の幅
広い分野において様々な応用を期待するこ
とが出来る。 
私はこれまでグラフの連結度の研究とは

別に、密なグラフの次数条件がもたらす内部
構造の把握（グラフにおける長いサイクルや
正則因子の存在など）について精力的に研究
してきた。その研究過程において、しばしば
問題となっていたのは、辺の分布が極端に偏
っているようなグラフの部分構造の把握で
あった。そのようなグラフの構造を突き詰め
て研究すると、そのグラフは連結度の高い部
分グラフを含むことが分かり、その部分構造
を解明するためには連結度の研究が不可欠
であることをかねてから痛感していた．この
ような経緯により、私は Thomassen 予想の
解決を本研究の主要課題として選定し、これ
まで研究してきた禁止部分グラフや密なグ
ラフの極値構造の研究を発展させる形で予
想解決に取り組みながら、グラフ理論全体の
研究を進展させる狙いで本研究計画を立ち
上げた。 
 
２．研究の目的 
 

本研究の主要目的は、先に述べた１９８１
年にデンマーク工科大学の C.Thomassen に
よって提起された高連結グラフの分割問題
に関する次の予想について部分的、もしくは、
可能であれば全面的解決を与えることであ
った。予想の正確なステートメントは、以下
のように記述される。 
 
 Thomassen 予想．『ａ,ｂをａ≧ｂ≧１なる
整数とする．任意の(ａ＋ｂ＋１)連結グラフ
は，その頂点集合Ｖについて互いに素な二つ
の部分集合Ａ，Ｂで，Ｖ＝Ａ∪Ｂ，かつ，Ａ

はａ連結グラフを，Ｂはｂ連結グラフをそれ
ぞれ全域部分グラフとして誘導するように
分割出来る．』 
 
こ の 予 想 の 解 決 は 非 常 に 難 し く 、

Thomassen 自身がｂ≦２の場合について部
分的に解決して以降,３０年近く経過した現
在でも、ｂ＝３の場合すら未解決のままとい
う状況である。私は予想解決をめざすアプロ
ーチとして、あるグラフを誘導部分グラフと
して含むことを禁止したグラフの族に関す
る構造定理の開発・利用を試みることにした。
それに伴い、禁止部分グラフに関する研究も
連結度の研究と並行して進め、禁止部分グラ
フ・連結度相互に有用な応用性の高い新しい
定理を得ることも研究目的の一つとした。 
 
３．研究の方法 
 
私は予想におけるｂ＝３の場合の解決、及

び、予想の結論部分を「Ａ：（ａ±ε）連結，
Ｂ：（ｂ±μ）連結」型に置き換えた弱いバ
ージョンについて証明することを本研究に
おける当面の目標とし、そこで得られた成果
を足がかりにして一般の場合の予想の全面
的解決をめざすことにした。 

Thomassen 予想を解決するためは、任意
のｋ連結グラフＧにおいて、取り除いても連
結度があまり下がらない、非分離部分グラフ
Ｂとして連結度の高いものを見つければよ
い。なぜなら、そのような部分グラフＢが見
つかれば、Ａ＝Ｇ－Ｂとして所望の分割Ａ、
Ｂが得られるからである。そのような非分離
部分グラフが存在するための条件を禁止部
分グラフの観点から研究を進めることで、高
連結グラフの内部構造の把握をめざした。 
 
研究の具体的な計画としては、本研究の研

究 期 間 を ３ 年 と 定 め 、 初 年 度 を 主 に
Thomassen 予想解決に必要な知識の構築・
情報収集に当て、初年度で得た知識をもとに
２年目を本格的な禁止部分グラフ・連結度の
研究に当てることにした。３年目は、２年目
で得られた成果をもとに Thomassen 予想の
解決に取り組み、成果発表に当てることとし
た。研究全体を通じて、国内外の研究者との
積極的な情報交換・ディスカッションを行う
機会を大事にし、多角的視点に立って問題解
決をめざした。 
 
４．研究成果 
 
禁止部分グラフの研究視点により当該研

究を進めた結果、Thomassen 予想の部分的解
決となる有用な結果を多数得ることが出来
た。 

成果として 10 編を超える論文が権威ある



 

 

学術雑誌に採録され、学会発表では日本数学
会応用数学分科会において特別講演を行う
機会もいただいた。 

以下では、後述する「５．主な発表論文等」
で挙げた主要な雑誌論文①～③における研
究成果について報告する。 

 
雑誌論文①について： 
 これは高連結グラフにおける禁止部分グ
ラフに関する研究成果の一つである。先に述
べたように、高連結グラフにおける可縮辺の
存在は高連結グラフの分割問題と深く関連
しており、帰納法による証明手法の観点から
もグラフ連結度の分野において重要な研究
テーマの一つとされている。可縮辺は２頂点
からなる連結グラフであるが、これを拡張し
て３頂点連結部分グラフで縮約しても全体
の連結度を変えないような非分離部分グラ
フの存在に関する研究は、高連結グラフの分
割問題と関連して重要な研究テーマの一つ
として位置付けられている。 
 私は国立情報学研究所の河原林氏との共
同研究により、論文①において、そのような
３頂点連結部分グラフの存在を強いるため
のグラフの禁止構造を決定することに成功
した。そのような禁止構造とは、大雑把に記
述すると、頂点数の小さいシーターグラフと
呼ばれるグラフの族であり、この論文では、
「全ての高連結グラフは頂点数が６点以下
のシーターグラフを含むか、または縮約して
も連結度が変わらないような３点連結部分
グラフを含む」という定理を証明した。 
 
雑誌論文②について： 
 先述のように Thomassenは、自身が提起し
た予想におけるｂ＝２の場合について肯定
的な解決を与えた。それは次のようなステー
トメントとして記述される。 
 
Thomassen の定理．『全てのｋ連結グラフは取
り除いても連結度が高々３しか下がらない
ようなサイクルを含む．』 
 
 サイクルは２連結部分グラフであり、その
ようなサイクルを取り除いたグラフは（ｋ－
３）連結であるため、ａ＝ｋ－３、ｂ＝２と
おけば上の定理が Thomassen予想のｂ＝２の
場合の解決になっていることが分かる。 
 私は国立情報学研究所の河原林氏との共
同研究により、論文②において、この
Thomassen の定理のサイクルをパリティ付き
サイクルに拡張した結果として、『全てのｋ
連結グラフは取り除いても連結度が高々４
しか下がらない偶数点サイクルを含む．』と
いう定理を証明することに成功した。 
 上述の Thomassenの定理は、1980年代に得
られた古典的で重要な結果であり、グラフ連

結度の研究の随所で何度も引用されている。
これをパリティ付きバージョンに拡張した
本結果は当該分野の結果を約 30 年ぶりに進
展させた大きな研究成果であり、組合わせ論
の ト ッ プ ジ ャ ー ナ ル の 1 つ で あ る
Combinatoricaに掲載された。 
 
雑誌論文③について： 
Thomassen 予想解決に向けた研究の過程で

高連結グラフがグラフのある頂点彩色と密
接に関連しているという事実を発見し、２分
のｎ連結グラフ（ｎ はグラフの頂点数とす
る）に関する頂点彩色の観点からの特徴付け
を得ることが出来た。ｋ連結グラフの非自明
な特徴付けに関しては、ｋ＝２、３の場合は
グラフ理論の古典的結果としてグラフ理論
のどの専門書にも載っているが、ｋが４以上
のときは未解決であり、２分のｎ連結という
高連結グラフの非自明な特徴付けを与えた
点において本研究成果は当該分野の研究を
大きく進展させたと言える。この成果をまと
めた論文は離散数学のトップジャーナルの 1
つ で あ る SIAM Journal on Discrete 
Mathematics に掲載された。 
尚、本研究はポルトガル、New University

の Liu氏が群馬高専に共同研究で私を訪問し
た際に得られた研究成果である。 
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