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研究成果の概要（和文）：上半平面の一般化である等質ジーゲル領域は、ケイリー変換によって

ある有界領域に双正則に写される。このケイリー変換の像が、ベルグマンによって導入された

代表領域と一致することを証明した。またジーゲル領域の定義に現れる錐について、錐の各点

で過去・未来の方向を指定する因果構造の研究を行った。その結果、対称錐の一種であるロー

レンツ錐に対して、その因果構造を保つ自己同型が線型であるという定理の、初等的な証明を

得た。 
 
研究成果の概要（英文）：A homogeneous Siegel domain, which is a generalization of the upper 
half plane,  is mapped biholomorphically to a bounded domain by the Cayley transform. 
We showed that the image of the Cayley transform coincides with the representative domain 
introduced by S. Bergman. We studied also the causal structures of regular open convex 
cones and obtained an elementary proof of the theorem that every causal automorphism of 
the Lorentz cone is a restriction of a linear map on the ambient vector space. 
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１．研究開始当初の背景 
 
 複素ユークリッド空間の中の有界領域は、
その上の正則な自己同型写像の全体から成

るリー群が推移的に作用しているとき、「等
質有界領域」と呼ばれる。特別な等質有界領
域として、「対称有界領域」があり、半単純
リー群の表現論などをはじめとして、様々な
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分野で研究されている。等質有界領域の研究
は、表現論の方向では可解リー群の研究と関
係しており、また複素解析・幾何の方向では、
性質の良い有界領域の具体例として、研究が
行われている。 
 等質有界領域は重要な研究対象でありな
がら、対称有界領域に比べると、まだ十分に
理解が成されているとは言えない状況であ
る。その原因の一つに、対称有界領域の場合
には豊富な対称性の反映として、比較的扱い
やすい代数構造が備わっているのに対し、等
質有界領域の場合にはそのような構造が、い
くぶん扱いにくいものとなってしまうこと
があると思われる。 
 そのような中で２０００年代前半に、等質
有界領域の研究者として知られる野村隆昭
氏（九州大学）が、等質有界領域の上の解析
や幾何に関する興味深い定理を発表した。ポ
アソン核や ベレツィン変換を用いた、等質
有界領域の中での対称有界領域の特徴付け
に関する定理などである。それらの定理でポ
イントとなるのは、ケイリー変換と呼ばれる
幾何学的な双正則変換であった。 

もう少し詳しく説明したい。特別な等質有
界領域である対称有界領域は、複素の単位円
板の一般化にあたるものであり、ハリッシ
ュ・チャンドラ実現と呼ばれる、あるノルム
に関する単位球として実現される。これは有
界な実現である。一方で、単位円板がケイリ
ー変換によって上半平面にうつるように、対
称有界領域は「ジーゲル領域」と呼ばれる上
半平面型の非有界な領域として実現するこ
ともできる。対称とは限らない等質有界領域
の場合にも、「ジーゲル領域」として実現す
ることはできるのだが、有界な実現に関して
は、ハリッシュ・チャンドラ実現にあたる代
表的な実現が存在するのかどうか、不明であ
った。 

野村氏は調和解析の研究の中で、R. Penney 
氏（米・Purdue 大学）と独立に、ケイリー
変換を等質有界領域に一般化した。より正確
に言えば、与えられた等質有界領域と正則同
相な等質ジーゲル領域を、ある有界領域にう
つす双正則な変換を定義したのである。 
研究代表者は、このケイリー変換に興味を

もち、ケイリー変換の重要性を改めて示唆す
る次のような結果を、以前の研究によって得
た：「等質有界領域（あるいは等質ジーゲル
領域）が対称であるための必要十分条件は、
そのケイリー変換の像が凸なことである」。 
「対称性」という高級な性質と、「凸性」

という簡単な性質が、ケイリー変換を通じて
結びつくというのは、興味深いことと思われ
た。一方で、ケイリー変換とは一体どのよう
なものであるか、その像はどのような有界領
域であるか、といったことはまだよくわから
ない状況であった。研究代表者は、このよう

な点を少しでも解明したいと考え、本研究を
開始した。 
 

 
２．研究の目的 
 
 等質ジーゲル領域をある有界領域にうつ
す、ケイリー変換と呼ばれる双正則写像の性
質を解明することが、本研究の主な目的であ
る。 
 まず、ケイリー変換の定義は明示的なもの
であり具体的な計算には適しているが、その
変換のもつ性質を探るには、いくぶん複雑な
定義である。そこで、より簡潔な、変換の性
質のわかりやすい形でケイリー変換を再定
義することが望ましいと考える。 
 次に、ケイリー変換の像である有界領域が
もつ著しい性質を明らかにする、ということ
が第二の目的である。最も望ましいのは、与
えられた等質有界領域の有界な実現の中で、
ケイリー変換の像を特徴付けることである。 

また、野村氏は一つのケイリー変換だけで
なく、連続無限個から成るケイリー変換の族
を定義した。より詳しく言えば、当初定義さ
れたケイリー変換は、等質有界領域のベルグ
マン核に付随して定義されるものであった
のに対し、次に、セゲー核に付随するケイリ
ー変換が定義され、さらにそれらを含む、相
対不変関数の族に付随するケイリー変換が
定義された。そこで、当初のベルグマン核に
付随するケイリー変換の性質を探ることが
最も重要であると思われるが、それと並行し
て、ケイリー変換の「族」の性質を明らかに
することが、本研究の第三の目的である。 
 
 
３．研究の方法 
  
 ケイリー変換の性質を解明していく上で
手掛かりとなるのは、野村氏と Penney 氏に
よって初めに定義されたケイリー変換が、ベ
ルグマン核を用いて定義されることである。 
任意の（等質とは限らない）有界領域が与

えられたとき、その領域上の二乗可積分な正
則関数の全体から成るヒルベルト空間の正
規直交基底を用いて、ベルグマン核が定義さ
れる。ベルグマン核は非常に簡潔な形で定義
される関数でありながら、領域の性質を多分
に反映する。例えばベルグマン核を用いて、
領域の正則自己同型が自動的に等長になる
ような、ベルグマン計量と呼ばれる標準的な
ケーラー計量を定義することができる。 
ベルグマン核に関しては、様々な方向から

研究が成されており、そのような研究成果の
中から、ケイリー変換に関連のあるものを見
出すべく、研究を行った。 
 また、低次元の等質ジーゲル領域のケイリ



 

 

ー変換の像を具体的に計算し、その像の様子
を観察しながら、研究を進めた。低次元であ
っても、ケイリー変換を具体的に計算するこ
とは一般には困難である。しかし、研究代表
者の以前の、ケイリー変換の像の凸性に関す
る研究において蓄積した計算の技術を利用
して、低次元の像の観察を進めることができ
た。 
  
 
４．研究成果 
 

ケイリー変換について伊師英之氏（名古屋
大学）と共同研究を行った結果、次のような
成果を得た。 
 ベルグマン核を発見した S. Bergman 自身
が、１９２０年代に「代表領域」なる概念を
導入している。任意の有界領域に対して、ベ
ルグマン核の対数の勾配をとることによっ
て、領域の各点で局所座標を定義することが
できる（この座標を与える写像を「ベルグマ
ン写像」と呼ぶことにする）。この座標が大
域的に定義できるとき、Bergman はその像を、
与えられた有界領域の「代表領域」と呼んだ。
複素の単位円板や、より一般に対称有界領域
の代表領域は、そのハリッシュ・チャンドラ
実現に一致する。 
 そして等質有界領域の場合には、代表領域
がケイリー変換の像と一致することが、共同
研究で明らかになった。これによって、ケイ
リー変換を簡潔に定義できるようになった。
さらに、ケイリー変換のもともとの定義では、
等質有界領域をまずジーゲル領域として実
現する必要があったが、代表領域を用いるこ
とによって、ジーゲル領域を経ずにケイリー
変換の像を得ることができるようになった。 
 また代表領域に関して知られている事実
を用いることによって、ケイリー変換の像の
興味深い性質が明らかとなった。第一には、
その体積がある意味で極小となっているこ
とであり、第二には、ケイリー変換の像の中
心における、正則自己同型群の固定部分群が
ユニタリ写像から成る、ということである。 
 研究代表者が以前に証明した、ケイリー変
換の像の凸性による対称ジーゲル領域の特
徴付け定理も、本研究の成果によって、ジー
ゲル領域を用いずに、非常に簡潔に定式化す
ることができた。 
 また、ベルグマン核から標準的なケーラー
計量であるベルグマン計量が定義されるこ
とを考えると、ベルグマン写像や代表領域は
ベルグマン計量に付随するものである、と考
えることができる。これと同様な方法で、等
質有界領域の等質ケーラー計量に対し、一般
ベルグマン写像と呼ばれる双正則写像が定
義でき、それが野村氏の導入したケイリー変
換の族を与えることも、共同研究で判明した。 

 上述したような複素領域の研究と並行し
て、等質ジーゲル領域の定義に現れる「錐」
の研究を進めるなかで、まだ部分的な成果で
はあるが、錐の因果構造に関する興味深い結
果も得た。 
錐が与えられたとき、各点において未来・

過去の方向を決めるような、「因果構造」と
呼ばれる幾何学的構造が自然に導入される。
対称ジーゲル領域の定義に現れるような、特
別な錐を「対称錐」と呼ぶが、これに関して
近年、金行壮二氏（上智大学）が次のような
リウビル型の興味深い定理を証明した：「対
称錐の因果構造を保つような自己同型は線
型なものに限る」。 
研究代表者は、このような定理を対称錐よ

り一般の等質錐や、さらに広いクラスの錐に
一般化したいと考え、研究を行った。その結
果、ローレンツ錐と呼ばれる対称錐の場合に
ついては、初等的な方法による、金行氏の定
理の別証明を得た。まだ特別な場合だけでは
あるが、この証明方法の核心となるアイデア
は、対称錐よりもはるかに一般の錐に対して
も有効なのではないか、との感触を得ている。 
現在のところ、錐は実ベクトル空間の中の

対象であり、複素領域の研究とは直接の関係
はない。しかし、金行氏が証明に用いた方法
は、対称錐を複素領域の境界に埋め込み、そ
の複素領域に対して証明された結果を用い
るというものであった。それを考慮に入れる
と、金行氏の定理の一般化に成功したならば、
それが逆に複素領域の研究にフィードバッ
クするという可能性は否定できない。 
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