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研究成果の概要（和文）：F 爆発と特異点に関する研究を推し進め、複数の結果を得た。F 爆発

列の単調性と F 純特異点の関係、F 爆発列の有界性と有限 F 表現型特異点との関係、F 爆発と

非可換代数幾何の関係などが明らかになった。特に、F 爆発と非可換代数幾何の関係の発見に

より、思いがけない研究発展の方向性が見いだされた。この中で、非可換フロベニウス射を定

義し、それを非可換特異点解消に応用した。 
 
研究成果の概要（英文）：In this research, I studied F-blowup and singularity, and obtained 
several results. Relations between two different subjects have been found out. Monotonicity 
of F-blowup sequence and F-pure singularity. Boundedness of F-blowup sequence and 
singularity of finite F-representation type.  The F-blowup and the noncommutative 
algebraic geometry. Especially, the last one has offered a new direction to my research. 
Then I have introduced the noncommutative Frobenius morphism and applied it to 
noncommutative desingularization.  
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１．研究開始当初の背景 
 
正標数の代数多様体はフロベニウス射とい
う自分自身への奇妙な射を持つ。私は、その
普遍平坦化としてF爆発というものを導入し
た。一般に爆発とは、代数多様体を変形する

操作の一種で、特異点（滑らかでない点）を
消すために使われる。Ｆ爆発は新しい爆発の
構成法である。当研究開始までに、Ｆ爆発は
様々な研究分野と関連する、興味深い研究対
象であることが分かってきていた。しかし、
まだ導入されてから日が浅く、私だけが研究
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している状態で、多くの基本的課題が手つか
ずのまま残されていた。 
 
以下では研究の背景をテーマごとに、より具
体的に述べる。 
 
 
(1) G ヒルベルト・スキーム、McKay 対応と
の関係  
 
McKay 対応という現象の一つである物理学
者による予想を動機として、伊藤-中村は有限
群 G が作用する非特異代数多様体 X に対し、
G ヒルベルト・スキームというものを定義し
た。これは商多様体 X/G の爆発になってい
る。G ヒルベルト・スキームは、適当な条件
の下ではクレパント特異点解消という特別
な性質を持った特異点解消になるなど、興味
深い研究対象である。驚くべき事に、正標数
では、G ヒルベルト・スキームから商多様体
X/G のＦ爆発に同型射が存在する。このよう
に、G ヒルベルト・スキームを通して、Ｆ爆
発は McKay 対応と繋がっている。また、Ｆ
爆発は G ヒルベルト・スキームの商特異点か
ら任意の特異点（正標数）への一般化と言う
ことも出来る。 
 
 
(2) Ｆ爆発の明示的計算 
 
トーリック多様体のＦ爆発はグレブナー基
底の理論による、非常に綺麗な記述を持つ。
特に、F 爆発から定まる扇は標準的に定まる
単項式イデアルのグレブナー扇となる。従っ
て、Ｆ爆発はグレブナー基底の専門家にとっ
ても、興味深い研究と計算の対象となるだろ
う。 
 
 
(3) Ｆ爆発列の単調性とＦ特異点  
 
フロベニウス射の分離や密着閉包の理論を
使い、様々な特異点のクラスが定義された。
これらは総じてＦ特異点と呼ばれ、近年盛ん
に研究されている。最近の研究で、Ｆ特異点
とＦ爆発列の単調性の間に密接な関係があ
りそうだと分かってきた。これは、Ｆ特異点
とＦ爆発の関係の氷山の一角にすぎないだ
ろう。  
 
 
(4) Ｆ爆発の有界性とフロベニウス射の同時
平坦化 
 
商特異点とトーリック特異点では、Ｆ爆発の
列は、あるひとつの爆発で押さえられる。つ
まりＦ爆発列は有界である。これは、ひとつ

の爆発でフロベニウス射の繰り返し全てを
同時に平坦化できることを意味する。これは、
全く非自明な主張で、フロベニウス射を使っ
た様々なテクニックの応用に有益だと考え
る。  
 
 
 
 
２．研究の目的 
 
研究の背景で述べたように、F 爆発は非常に
興味深い研究対象であるにもかかわらず、多
くの基本的課題が手つかずのまま残されて
いた。本研究の目的は、これからの課題に取
り組み、将来の応用に備え、Ｆ爆発の基礎を
固めることである。また、研究集会での発表
などを通して、より多くの研究者にＦ爆発を
知ってもらうことも目的の一つである。また
他の研究者との研究討議などの中で、Ｆ爆発
の新しい発展の方向性が見いだされた場合
は、それを研究することも目的の１つであっ
た。 
 
以下では研究の目的をテーマごとに、より具
体的に述べる。 
 
 
(1) G ヒルベルト・スキーム、McKay 対応と
の関係  
 
G ヒルベルト・スキームと F 爆発の同型が G
が可換群の場合に示されていたが、本研究で
は、G が非可換の場合に一般化することを目
指す。また、Ｆ爆発と McKay 対応の具体的
なつながりを探る。 
 
 
(2) Ｆ爆発の明示的計算 
 
本研究では、トーリックでない特異点のＦ爆
発を明示的に記述することを目指す。具体的
にはＦ爆発を、あるイデアルに沿った爆発と
して表し、そのイデアルの爆発代数を明示的
に記述する。 
 
 
(3) Ｆ爆発列の単調性とＦ特異点  
 
本研究の研究発表の場などで、Ｆ特異点の専
門家と研究討議を行い、Ｆ特異点とＦ爆発の
様々な関係を見つけたい。新しい関係が見つ
かり、その重要性が高い場合は、それについ
ても研究を行う。 
  
 
(4) Ｆ爆発の有界性とフロベニウス射の同時



 

 

平坦化 
 
本研究では、Ｆ爆発列は常に有界かどうか見
極めたい。もし、答えが否定的な場合は、Ｆ
爆発が有界となる、特異点の良いクラスを探
す。本研究により代数幾何におけるフロベニ
ウス射を使う様々なテクニックの適用範囲
が広がり、新たなテクニックが生まれること
などが期待される。  
 
 
 
 
３．研究の方法 
 
F 爆発と非可換代数幾何の関連については戸
田幸伸氏（東京大学・数物連携宇宙研究機構）
と共同で研究を行った。主に Eメールと電話
で、意見、アイデア、情報の交換を行い、ま
た、それを元に各自で計算、論理の確認など
を行った。研究の詰めの段階で、私が数物連
携宇宙研究機構に出張し、そこで議論を重ね
て、その後、論文をまとめた。 
 
それ以外の研究は基本的に一人で行った。共
同研究、単独研究のどちらにおいても、研究
の下準備や、研究を進めるために、論文や書
籍を読み、新しい分野の数学を勉強し、また
最新の研究結果に関する知識をみにつける
必要があった。また、論文を検索し、ダウン
ロードするなど、情報収集・整理のためにイ
ンターネット、コンピューターを大いに活用
した。 
 
研究集会に参加し、研究討議や意見交換を行
い、その中で得た情報が、研究を進めるうえ
で、有益であった。 
 
以下では研究方法をテーマごとにより具体
的に述べる。 
 
 
(1) F 爆発列の単調性と F純特異点 
 
局所的な単調性の十分条件を探しているな
かで、その候補として集合論的に自然な条件
を考えてみたところ、それは実際にスキーム
論的にも十分条件となることが分かった。ま
た、その一方で F特異点の専門家との意見交
換をする中で、F純特異点という概念の存在
を知り、この特異点のクラスに対しては、F
爆発列が単調になることが確かめられた。 
 
 
(2) F 爆発列の有界性と有限 F表現型特異点 
 
本研究以前に商特異点とトーリック特異点

に対しては F爆発列が有界になることが分か
っていた。これらの結果は、別の方法で証明
されていた。この二つの特異点のクラスに共
通する性質で、F爆発列と関係するものを探
していて、有限 F表現型特異点にたどり着い
た。ごく簡単な議論で、有限 F表現型特異点
の F爆発列は有界であることが示される。 
 
 
(3) 非可換群に対する F 爆発と G ヒルベル
ト・スキームの同型 
 
有限群の表現に関する対称積に関する
Bryant の結果を知り、それを応用することで
F爆発と Gヒルベルト・スキームの同型を非
可換群に対しても証明することが出来た。 
 
 
(4) F 爆発と非可換代数幾何 
 
Bridgeland-King-Reidによる導来McKay対応
と呼ばれる重要な結果がある。また Van den 
Bergh による導来 McKay 対応の非可換代数幾
何による解釈がある。戸田幸伸氏と共同で、
これらの結果を、正標数の F 爆発に対して、
適用することで、導来 McKay 対応と類似の結
果を得た。 
 
 
 
 
４．研究成果 
 
テーマごとに研究成果を述べる。 
 
 
(1) F 爆発列の単調性と F純特異点 
 
F 爆発は第１F爆発、第２F爆発、…、と爆発
の列からなるが、この列が単調であるかどう
かは自然な疑問である。本研究では、局所的
に単調となるための十分条件を示した。その
結果として、F 純特異点の F 爆発列は単調で
あることが示される。この結果は、F 爆発に
よる特異点解消（特に２次元の場合）の研究
において、役に立つ可能性がある。 
 
 
(2) F 爆発列の有界性と有限 F表現型特異点 
 
F 爆発の列が有界である（ある１つの爆発で
押さえられる）ことと、フロベニウス射の繰
り返しが１つの爆発で同時に平坦化される
ことは同値である。本研究では、有限 F表現
型特異点にたいして、F 爆発列は有界である
ことが分かった。ちなみに、本研究以前に、
（正規とは限らない）トーリック特異点に対



 

 

し、F 爆発列の有界性が分かっていた。有限
F 表現型特異点は、他にも良い性質を持つこ
とが、知られている。F 爆発の有界性は、有
限 F表現型特異点のさらなる研究に影響を与
えるだろう。 
 
 
(3) 非可換群に対する F 爆発と G ヒルベル
ト・スキームの同型 
 
本研究以前は、可換群に対して F爆発と Gヒ
ルベルト・スキームの同型が示されていたが、
これを非可換群の場合に拡張することに成
功した。これにより定理を、望ましい十分に
一般的な形にまとめることが出来た。 
 
 
(4) F 爆発と非可換代数幾何 
 
戸田幸伸氏（東京大学・数物連携宇宙研究機
構）と共同で F爆発を非可換代数幾何の観点
からとらえる研究を行った。この研究により、
G ヒルベルト・スキームと F 爆発の間の同型
の別証明を与えた。この証明の中で、F 爆発
と McKay対応との関連がより明らかになった。 
この結果により、F 爆発や正標数のテクニッ
クと非可換代数幾何の間の関係が非常に重
要な研究対象であることが明らかになった。 
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