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研究成果の概要（和文）：テンソルネットワーク(TN)スキームにおける数値解析手法の一つであるテンソル繰り
込み群(TRG)を用いて，既存のモンテカルロ法では困難であった符号問題・複素作用問題が存在する物理モデル
の解析を行った．主要成果として，(i)(3+1)次元有限密度Nambu－Jona-Lasinio(NJL)モデルの低温高密度領域に
おけるカイラル一次相転移の実証，(ii)(1+1)次元および(2+1)次元Hubbardモデルの金属-絶縁体転移の高精度解
析に成功，(iii)(3+1)次元有限密度Z2ゲージヒッグスモデルにおける臨界終点の決定に成功，が挙げられる．

研究成果の概要（英文）：We apply the tensor renormalization group (TRG), which is one of the 
numerical algorithms in the tensor network (TN) scheme, to various physics models with the sign or 
the complex action problem for which the conventional Monte Carlo approach is useless. Our major 
achievements are (i) confirmation of first-order chiral phase transition in cold and dense 
Nambu－Jona-Lasinio model, (ii) high precision analyses of the doping-driven metal-insulator 
transition in (1+1)- and (2+1)-dimensional Hubbard model,(iv) successful determination of the 
critical endpoint in (3+1)-dimensional Z2 gauge-Higgs model.

研究分野： 素粒子論

キーワード： テンソルネットワーク　テンソル繰り込み群　有限密度　符号問題　Nambu－Jona-Lasinioモデル　Hubb
ardモデル　Z2ゲージヒッグスモデル
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研究成果の学術的意義や社会的意義
(3+1)次元有限密度NJLモデルにおけるカイラル一次相転移の実証や(1+1)次元および(2+1)次元Hubbardモデルの
金属-絶縁体転移の高精度解析の成功は，TRG法が符号問題・複素作用問題を解決していることの証左であるとと
もに，TRG法が素粒子物理学や物性物理学の分野を超えた可搬性を有していることを意味している．また，TRG法
を用いた(3+1)次元有限密度Z2ゲージヒッグスモデルの臨界終点の決定は，TRG法を4次元ゲージ理論に適用した
世界で最初の成功例であり，将来の有限密度QCDの相構造解析に向けた重要な布石となる成果である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

1980年代以降，これまで計算素粒子物理学を牽引してきた格子 QCD計算(モンテカルロ法を
ベースとしたアルゴリズムを採用) では，近年の計算機能力の向上や新規アルゴリズムの開発・
改良の結果，自然界の u, d, sクォーク質量直上でのシミュレーションや，更には軽原子核の束
縛エネルギー計算までもが可能となりつつある．このような成功の一方で，長年にわたり本質的
問題として認識されながらも，効果的な解決策が見出されることなく取り残されたままの課題
が存在する．その代表的かつ重要な例が，モンテカルロ法における符号問題・複素作用問題やフ
ェルミオン系シミュレーションの膨大な計算コストである．これらの問題は，いずれもモンテカ
ルロ法の本質的な欠点に起因しており，ベースとなるアルゴリズムとしてモンテカルロ法を採
用している限り，根本的解決は難しい． 

2007 年に物性物理学分野において，2 次元古典スピンモデルに対してテンソル繰り込み群
(TRG)と呼ばれる決定論的アルゴリズムが提案された．TRG 法は，(i)原理的に符号問題・複素
作用問題がないこと，(ii)計算コストの体積依存性が対数的であること(一辺の長さ Lの d次元格
子体積 L^d に対する計算コストは d×ln|L|に比例)，(iii)グラスマン数(反可換性を持つ数)を直
接扱えること，(iv)物理量の期待値だけでなく分配関数そのものを計算できること，などの魅力
的な特徴を有している．研究代表者である藏増は，共同研究者と共に TRG 法を(1+1)次元
Schwinger モデルの相構造解析に応用し，上記のモンテカルロ法における問題が解決されてい
ることを実証した．これにより，計算素粒子物理学の長年の懸案であった有限密度 QCD，θ 項
を持つ場の理論，格子上の超対称性理論などの研究に対して，TRG 法を応用した新たな展開の
可能性が開けた． 
 
２．研究の目的 
長期的な目標としては，，TRG 法を素粒子物理学分野とその関連分野に応用し，上記の(i)〜

(iv)の利点を活用することによって，これまでの計算物理学が成し得なかった新たな物理研究の
開拓を目指している．ただし，本研究では 3年間という実施期間を考慮し，TRG法を用いた(3+1)
次元有限密度Nambu−Jona-Lasinio(NJL)モデルと(1+1)次元と(2+1)次元のHubbard モデルの
相構造解析を目標とした．これらの計算は，TRG 法が複素作用問題を持たないという利点を最
大限に活用しており，これまでのモンテカルロ法ベースのアルゴリズムが成しえなかった科学
的成果を得ることが期待される． 

NJL モデルの解析には 2 つの重要な意義がある．一つは，(3+1)次元有限密度 QCDに取り組
む前段階としての予備的研究である．QCDの相図は温度と密度の関数として複雑な構造を持つ
ことが期待されているが，まず第一歩として低温・高密度領域で予想されている一次相転移(ハ
ドロン相⇒クォーク・グルーオンプラズマ相またはその他の相)の検証と，その一次相転移が消
失する点(臨界終点)の温度と密度の決定が理論的に重要だと考えられている．実験的にも現在臨
界終点の探索が精力的に行われている状況にある．NJL モデルは QCD 理論の低エネルギー有
効理論であり，既に幾つかの解析的手法によって低温・高密度領域における一次相転移と臨界終
点の存在が予想されていることから，TRG 法による計算結果との比較・検討を行うことが可能
である．また数値計算上の利点として，QCD理論そのものに比べて自由度が格段に少ないため，
TRG法による NJLモデルの解析が容易であることが挙げられる．そのため，QCD理論を扱う
ための予備的研究として，(3+1)次元有限密度 NJL モデルの解析は非常に有用な科学的・技術
的知見を与えてくれる．もう一つの意義は，他分野への応用可能性・発展性である．符号問題・
複素作用問題は，物性物理学，原子核物理学，量子化学などの分野で扱われるモデルにおいても
存在し，量子多体系の数値計算における普遍的な問題である．特に，NJL モデルは，物性物理
学において長年の間重要な研究対象となっている Hubbardモデルと TRG計算における技術的
共通点が多い．NJLモデルに対して用いられる計算手法はHubbardモデルへのダイレクトな応
用が可能であり，更に NJL モデルが(3+1)次元をターゲットとしているのに対して，Hubbard
モデルは(1+1)次元と(2+1)次元がターゲットであり，計算コストも少ない．以上の理由により，
(3+1)次元有限密度NJLモデルの解析と並行して，Hubbardモデルの相構造解析を行う． 
 
３．研究の方法 
まず，TRG法の概略を 2次元イジングモデルを例にとって説明する．TRG法では，最初にモ
デルの分配関数 Zを局所的(格子点)に定義されたテンソルの積で書き表す． 
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all spin states
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2∑
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k=−∞
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ここで，α,β,γ,δ,⋯は隣接するテンソル間のボンドを表す添字である．この表式は 2 次元正方格
子を仮定しているが，それ以外の場合でも，相互作用が局所的であれば必ず上式のような TN 形
式で表せることが知られている．もちろん，このテンソル積の添字に関する縮約をすべて実行し
てしまえば，厳密な分配関数 Zの値が得られるが，それでは自由度が巨大過ぎて，たとえ最先端
のスーパーコンピュータであっても計算可能な格子サイズは非常に小さなものに限られる．そ
のため，特異値分解に基づいた重要度の高い自由度の選択とブロック変換の一種による疎視化
を組み合わせた手続きを反復することにより，分配関数 Z の値そのものを高精度で計算するこ
とが可能となる．重要度の判断は，特異値の大きさに基づいて行う．具体的には，特異値の大き
い順番に Dcut個の自由度を残し，その他の自由度は棄ててしまう．TRG法において，その計算
精度をコントロールするパラメータは Dcut(ボンド次元と呼ぶ)のみである． 

2007 年に提唱されたオリジナルな TRG 法は 2 次元にしか適用できないアルゴリズムであっ
たが，その後高次元(3次元以上)に適用可能なHOTRG法が開発された．更に，HOTRG法より
も計算コストを減らした ATRG 法が開発された．われわれ筑波大学を中心とするグループは，
TRG法，HOTRG法，ATRG法をグラスマン数化するとともに, HOTRG法と ATRG法の計算
コードの並列化を行った．これらはフェルミオン系物理モデルの高精度計算を行う上で必須と
なる計算技術であり，本研究において活用した． 
 
４．研究成果 
(1) (3+1)次元有限密度NJLモデルの相構造解析 
並列版 ATRGコードをグラスマン数化し，Kogut-Susskindフェルミオンによる(3+1)次元有
限密度 NJL モデルの定式化を用いて低温・高密度領域におけるカイラル相転移を調べた。図
1(左)はオーダーパラメータであるカイラル凝縮〈�̅�𝜒〉の化学ポテンシャル𝜇に対する依存性を表
している．𝜇 ≈ 3.0において〈�̅�𝜒〉の有限の値からゼロへの不連続な変化が確認できるため、カイラ
ル対称性の回復が一次相転移で起きていることがわかる．また，図 1(右)は粒子数密度〈𝑛〉の化学
ポテンシャル依存性をプロットしたものである．カイラル凝縮の場合と同様にゼロから 1 への
不連続な変化が確認できる．これらの結果から，(3+1)次元有限密度NJLモデルの低温・高密度
領域において一次相転移が起きていることが確認できた．このモデルは符号問題を内包してい
るため，従来のモンテカルロ法では解析が困難であったが，TRG 法により世界で初めて一次相
転移の存在を実証した．この研究は(3+1)次元有限密度 QCD の相転移解析へ向けての重要なマ
イルストーンである． 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
図1: (3+1)次元有限密度NJLモデルにおける𝐿 = 1024におけるカイラル凝縮〈�̅�𝜒〉(左)と𝑚 = 0.01
における粒子数密度〈𝑛〉(右)の化学ポテンシャル𝜇依存性．𝐿は 4 次元超立方体の一辺の長さを，
𝑚はフェルミオン質量を表す． 
 
(2) (1+1)次元Hubbardモデルの金属-絶縁体転移 
物性物理学における Hubbard モデルは素粒子物理学における NJL モデルとほぼ同じ経路積
分表式で表されるため，NJLモデルにおける TRG法の成功により，TRG法によるHubbardモ
デルの相構造解析への道が開かれた．Hubbard モデルは強相関電子系の単純化されたモデルで
あり，金属-絶縁体転移や高温超伝導などの理論的本質を含んでいると考えられているが，符号
問題のために数値的解析が困難なことが知られている．本研究では，(1+1)次元Hubbardモデル
における金属-絶縁体転移の計算を行い，Bethe 仮設に基づいて理論的に予想されている臨界化
学ポテンシャルの値を再現することに成功した．図 2(左)は，Dcut=80 でクーロンポテンシャル
𝑈 = 4，ホッピングパラメータ𝑡 = 1における電子密度〈𝑛〉を化学ポテンシャル𝜇の関数としてプロ
ットしたものである．𝜇 = 𝑈 ∕ 2 = 2が half-filling 状態であるが，1 ≲ 𝜇 ≲ 3の領域において〈𝑛〉 =
1の plateauが形成されていることから，絶縁体状態であることがわかる．また，𝜇 ≲ −2，𝜇 ≳ 6
も絶縁体状態であることが見てとれる．図 2(右)は，Dcut=80で2.60 ≤ 𝜇 ≤ 3.00の領域において𝜇
の刻み幅を細かくし，電子密度〈𝑛〉の𝜇依存性をより細かく調べたものである．曲線は fit結果を
表しており，Dcut=60,65,70,75,80の結果を Dcut=∞に外挿することにより，臨界化学ポテンシャ
ルとして𝜇! = 2.642(05)(13)を得た．この値は，Bethe 仮設に基づいた理論値𝜇! = 2.643…と一致
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Figure 6. Chiral condensate at m = 0.01 and 0.02 on 10244 lattice as a function of µ with D = 55.

evaluated via

∂

∂m
lnZ ≈ lnZ(m+ ∆m) − lnZ(m)

∆m
, (3.7)

with ∆m = 0.01. In figure 6, we plot the µ dependence of the chiral condensate at
m = 0.01 and 0.02 on the L4 = 10244 lattice. The signals show slight fluctuations as a
function of µ around the transition point. Away from the transition point, we have found
little response in 〈χ̄(n)χ(n)〉 to changes in mass. Figure 7 presents the results in the chiral
limit obtained by the chiral extrapolation with the data at m = 0.01 and 0.02 on two
volumes of L4 = 1284 and 10244. It is hard to find the difference between the L = 128
and 1024 results. This allows us to consider the L = 1024 result to be essentially in the
thermodynamic limit. We observe the discontinuity from a finite value to zero for the
chiral condensate at µc = 3.0625 ± 0.0625, which is a clear indication of the first-order
phase transition. Note that enlarging the bond dimension D is more essential than adding
the data points at different fermion masses in order to increase the numerical accuracy
around µc found in figure 7.

3.4 Equation of state

The equation of state is a relation between the pressure and the particle number density.
Here we present both results as functions of µ, respectively. In the thermodynamic limit,
the pressure P is directly obtained from the thermodynamic potential:

P = lnZ
V

, (3.8)

where the vast homogeneous system is assumed. In figure 8, we plot the µ dependence of
the pressure at m = 0.01. We find a kink behavior at µc = 3.0625±0.0625, where the chiral
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Figure 9. Particle number density at m = 0.01 as a function of µ on 1284 and 10244 lattices.

4 Summary and outlook

We have investigated the restoration of the chiral symmetry of the NJL model in the
dense region at very low temperature, employing the Kogut-Susskind fermion action on
the extremely large lattice of V = 10244, which is in the thermodynamic limit at zero
temperature, essentially. The first-order phase transition is clearly observed using the
chiral condensate as an order parameter. At the critical chemical potential, we also find
the jump of the number density.

This is the third successful application of the TRG method to the 4d lattice theories,
following the Ising model [31] and the complex φ4 theory at finite density [16]. This study is
also the first application to the 4d fermionic system. As a next step, it would be interesting
to determine the critical end point of this model.
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している．また，各 Dcutでの fit において得られた臨界指数も，Bethe 仮設に基づいた理論値
𝜈 = 0.5に数%の誤差の範囲内で一致した． 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

図 2: (左)(𝑈, 𝑡) = (4,1)における電子密度〈𝑛〉を化学ポテンシャル𝜇の関数としてプロットしたも
の．Dcut=80 で(𝑁" , 𝑁#)は格子サイズ．(右)2.60 ≤ 𝜇 ≤ 3.00の領域において左図よりも𝜇の解像度
を上げて電子密度〈𝑛〉を計算したもの．曲線は fit結果を表す． 
 
(3) (2+1)次元Hubbardモデルの相構造解析 

(1+1)次元 Hubbardモデルの解析の後，(2+1)次元 Hubbardモデル計算を行い，(2+1)次元で
も(1+1)次元の場合と同様に，有限のクーロンポテンシャル𝑈(> 0)において，金属-絶縁体転移が

起きることを示した．図 3(左)は，Dcut=80で𝑈 = 8における電子密度〈𝑛〉を化学ポテンシャル𝜇の
関数としてプロットしたものである．𝜇 = 𝑈 ∕ 2 = 4が half-filling 状態であるが，2 ≲ 𝜇 ≲ 6の領

域において〈𝑛〉 = 1の plateau が形成されていることから，絶縁体状態であることがわかる．ま

た，𝜇 ≲ −4，𝜇 ≳ 12も絶縁体状態であることが見てとれる．格子サイズはD𝑁" = 𝑁$,&, 𝑁#E =
(2'(, 2()), (2*, 2(+)の 2 種類であるが、格子間隔(𝑎, 𝜀) = (1, 10,))を用いて物理的スケールに変換

すればH𝐿, 𝛽 = '
-
J = (4096, 1677.7216), (256, 104.8576)となり，大体積で極低温であることがわか

る．両者の結果が一致していることから，熱力学極限かつゼロ温度の結果と見做すことができる．

図 3(右)は，6.0 ≤ 𝜇 ≤ 8.2の領域において𝜇の刻み幅を細かくし，電子密度〈𝑛〉の Dcut(=D)依存性
を調べたものであるが，ほとんど Dcut依存性がないことがわかる．曲線は𝜇と Dcut(=D)に関する
global fitを表しており，これにより Dcut=∞における臨界化学ポテンシャル𝜇!を決定することが
できる．他のクーロンポテンシャル𝑈 = 80, 2でも同様の計算を行い，いずれの場合も𝜇! > 𝑈 ∕ 2
で金属-絶縁体転移が起きていることが示された． 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図 3: (左)𝑈 = 8における電子密度〈𝑛〉を化学ポテンシャル𝜇の関数としてプロットしたもの。
Dcut=80で格子サイズはD𝑁" = 𝑁$,&, 𝑁#E = (2'(, 2()) (青)と(2*, 2(+) (赤)の 2 種類．(右) 6.0 ≤ 𝜇 ≤
8.2の領域において左図よりも𝜇の解像度を上げて電子密度〈𝑛〉を計算した結果．曲線は𝜇と
Dcut(=D)に関する global fitの結果を表す． 
	
(4) (3+1)次元有限密度 Z2ゲージヒッグスモデルの相構造解析 
本研究課題における当初目標は(3+1)次元有限密度 NJL モデルと(1+1)次元および(2+1)次元

Hubbardモデルの相構造解析であったが，課題実施期間の最初の 2年間で当初目標は達成した
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図 4(左)は，(3+1)次元 Z2 ゲージヒッグスモデルの𝜇 = 1における臨界終点を決定するために，
リンク変数の期待値〈𝐿〉をパラメータ𝛽と𝜂の関数としてプロットしたものである．〈𝐿〉の跳びは一
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ture in the spatial direction, we can always perform an exact
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Now let us turn to the ðU; tÞ ¼ ð4; 1Þ case. Figure 5

shows the lattice size dependence of hni with ϵ ¼ 10−4 and
mτ ¼ 12. The results indicate that the size ðNσ; NτÞ ¼
ð212; 224Þ, which corresponds to V ¼ 4096 × 1677.7216, is
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FIG. 4. Electron density hni in the ðU; tÞ ¼ ð0; 1Þ case at Nσ ¼
4096 and β ¼ 1677.7216 with ϵ ¼ 10−4 as a function of μ.
The solid line shows the exact solution on Nσ ¼ 4096 and the
blue circles are the results obtained by the TRG approach
with D ¼ 80.
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a function of μ. The bond dimension is chosen to be D ¼ 80.
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Fig. 5. Electron density 〈n〉 at U = 8 on two lattice sizes, V = 2562 × 104.8576 and 40962 × 1677.7216,
as a function of µ. The bond dimension is set to be D = 80.

1.04. The µ dependence of 〈n〉 is smooth and continuous, so there is no signal of the !rst-order
phase transition. We expect that the critical chemical potential µc at the doping-driven metal–
insulator transition approaches µc/U = 1 toward the atomic limit, and the transition from 〈n〉
= 1 to 〈n〉 = 2 becomes a step function as a function of µ/U.

3.3 Critical chemical potential at U = 8 and 2
Now let us investigate the metal–insulator transition in the intermediate coupling region at (U,
t) = (8, 1). A lot of previous work has been done to investigate a possible superconducting
phase expected in this coupling region. Since we are interested in the thermodynamic and zero-
temperature limit, we !rst check the volume dependence of the electron density 〈n〉. In Fig. 5 we
plot the µ dependence of 〈n〉 at U = 8, changing the lattice sizes with ε = 10−4, mτ = 12, and D
= 80. We observe that the size of (Nx, Ny, Nτ ) = (212, 212, 224), which corresponds to V = 40962

× 1677.7216, is suf!ciently large to be identi!ed as the thermodynamic and zero-temperature
limit. We observe the 〈n〉 = 0 plateau for µ ! −4 and the 〈n〉 = 2 one for 12 ! µ. The half-!lling
state is characterized by the plateau of 〈n〉 = 1 in the range 2 ! µ ! 6. These plateaus yield the
vanishing compressibility κ = ∂〈n〉/∂µ, indicating the insulating states.

In order to determine the critical chemical potential µc in the limit of D → ∞ at U = 8 on
a V = 40962 × 1677.7216 lattice we make a global !t of 〈n〉 with D = 80, 72, 64, and 56 in the
metallic phase near the transition point. In Fig. 6 we plot the results of 〈n〉 at D = 80, 72, 64,
and 56 with a much !ner resolution of %µ than in Fig. 5, focusing on the range 6.0 ≤ µ ≤ 8.2,
which covers the region 1 ≤ 〈n〉 ≤ 1.5. This !gure provides a closer look at the µ dependence
of 〈n〉 around µc. The results at D = 80, 72, 64, and 56 are almost degenerate, indicating the
small D dependence. For the global !t we employ the quadratic !tting function

〈n〉 = 1 + α (µ − µc(D)) + β (µ − µc(D))2 , (7)

with µc(D) = µc(D = ∞) + γ /D, where α, β, γ , and µc(D = ∞) are the !t parameters. The solid
curves in Fig. 6 represent the !t results over the range 6.3 ≤ µ ≤ 8.0. We obtain µc(D = ∞) =
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Fig. 6. Electron density 〈n〉 at U = 8 on V = 40962 × 1677.7216 with ε = 10−4 as a function of µ. The
bond dimensions are D = 80, 72, 64, and 56. The !t results are drawn by the solid lines for each bond
dimension.

Table 1. Critical chemical potential µc(D = ∞) at U = 8 and 2 determined by the global !t of the data
at D = 80, 72, 64, and 56.

U 8 2
Fit range [6.3, 8.0] [1.2, 3.4]

µc(D = ∞) 6.43(4) 1.30(6)
α 0.372(9) 0.39(1)
β − 0.051(6) − 0.054(5)
γ −7(2) −13(4)

6.43(4), which is presented in Table 1 together with other !tting results. It may be instructive
to compare Figs. 5 and 6 with the estimated location of µc(D = ∞) from numerical data in
Refs. [29,30], though their calculations were carried out on very small lattice sizes and at low
but !nite temperatures.

We repeat the same analysis for the weak coupling case at U = 2. We apply the !t function
of Eq. (7) to four data sets with bond dimensions of D = 80, 72, 64, and 56. The !t results are
depicted in Fig. 7 and their numerical values are summarized in Table 1. Our results show that
the deviation of |µc(D) − U/2| diminishes as the Coulomb potential U decreases. It is likely that
|µc(D) − U/2| vanishes only at U = 0. This means that the model exhibits the metal–insulator
transition over a wide regime of the !nite coupling, including the weak coupling region. This
conclusion may provide a different scenario for the phase diagram from that predicted by the
dynamical mean-!eld theory (DMFT) [31]; there exists some Uc such that no metal–insulator
transition occurs with U < Uc.
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次相転移を表しているが，その跳びが消失する点が臨界終点となる．図 4(右)は，臨界終点を決
定するために，リンク変数の期待値の跳びΔ〈𝐿〉をパラメータ𝛽と𝜂の関数として fit し，Δ〈𝐿〉 = 0
となる臨界終点(𝛽! , 𝜂!) = (0.3053(2),0.1595(3))を外挿で求めたものである．同様の計算を𝜇 =
0, 2でも実行し，それぞれの臨界終点を決定することに成功した．また，ベンチマークテストと
して(2+1)次元のゼロ密度の Z2ゲージヒッグスモデルの臨界終点を計算し，他の計算手法で得ら
れた高精度結果との一致を確認した．本研究は，TRG法を 4次元ゲージ理論に適用した世界で
最初の成功例であり，将来の(3+1)次元有限密度 QCD の相構造解析に向けた重要な布石となる
成果である． 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
図 4: (左) 𝜇 = 1におけるリンク変数の期待値〈𝐿〉を0.306 ≤ 𝛽 ≤ 0.311の範囲で𝜂の関数としてプ
ロットしたもの．Dcut=48で格子サイズは𝑉 = 32)．(右)リンク変数の期待値の跳びΔ〈𝐿〉をパラメ
ータ𝛽と𝜂の関数として fitしたもの. 
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Figure 10. η dependence of 〈L〉 at µ = 1 for β ∈ [0.306, 0.311].
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µ = 0
A βc p B ηc q

2.7(4) 0.3051(2) 0.44(3) 3.0(6) 0.1784(2) 0.43(4)
µ = 1

A βc p B ηc q

1.1(2) 0.3053(2) 0.26(4) 1.6(6) 0.1595(3) 0.30(7)
µ = 2

A βc p B ηc q

1.6(2) 0.2969(2) 0.33(3) 2.0(4) 0.1264(1) 0.33(4)

Table 4. Fit results for ∆〈L〉. All the results are obtained with D = 48 in the TRG method.
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Figure 12. (Left) Fit of ∆〈L〉 at µ = 1 as a function of η. (Right) Fit of ∆〈L〉 at µ = 1 as a
function of β.

Finally, we investigate the µ dependence of the number density defined by

〈n〉 = 1
V

∂ lnZ
∂µ

, (3.3)

which is also evaluated by the impurity tensor method. In figure 15, we plot the number
density 〈n〉 as a function of µ with three choices of β at η = 0.1. We expect the confinement
phase over 0 ≤ µ ≤ 4 at β = 0.20. At β = 0.34 and 0.38, the number density shows a
finite gap at a certain point of µ, which indicates that there exists the first-order phase
transition from the confinement phase to the Higgs phase.

4 Summary and outlook

This work is the first application of the TRG method to a four-dimensional lattice gauge
and serves as a preparatory study for future investigation of the critical endpoint of the
finite density QCD.
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