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研究成果の概要（和文）：現在広く利用されるエックス線断層撮影法（トモグラフィ）は，信号（エックス線）
の直進性が本質である．一方，ガンマ線や近赤外光などによる医用イメージングは信号が散乱されることが特徴
である．これらの信号の生体内の伝播状況の解析ため，超大規模数値シミュレーションの実現および数値解の収
束性の証明，ならびにイメージングについてのアルゴリズムの提案と数値実験の成功例を示した．また現在のエ
ックス線トモグラフィに対しても，局所観測によるイメージング手法の数学的アルゴリズムを提案し，公開され
ている実測データによってその有効性を確かめた．

研究成果の概要（英文）：One of the imaging modalities considered in this research project is diffuse
 optical tomography using near-infrared light for monitoring brain activity. We achieved a fast and 
reliable numerical method for light propagation in tissue with multiple scattering. In the numerical
 simulation, problems with approximately one billion degrees of freedom were processed, and the 
convergence of numerical solution with suitable norm was proved. We also proposed an imaging 
algorithm from near-infrared light, and showed its numerical realization. X-ray computerized 
tomography (CT) is also known as a practical imaging modalities, and mathematical algorithm of X-ray
 CT from local measurement was established. The algorithm is estimated with experimental measurement
 data, and its effectiveness was shown.

研究分野：応用数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
医用イメージングでの散乱信号の伝播は，輻射輸送方程式とよばれる数理モデルで表される．これは微分積分方
程式であり，本研究では数値的取り扱い手法，得に数値シミュレーション結果の正しさを保証する方法と高速計
算手法を確立した．また局所観測からのエックス線トモグラフィでは，約100年の間，研究開発の中心であった
従来の積分方程式から，微分方程式へと数理モデルを転換して数値的手法を確立したことが大きな点である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
生体の情報を非侵襲にとらえる手法として断層撮影法（トモグラフィ）がある．種々のトモグラ
フィ法のうち，生体の解剖学的情報を取得する手法として代表的なエックス線トモグラフィは，
既に実用化・高精度化が進み，医用のみならず産業でも広く利用されている．この解剖学的情報
に加えて，タンパク質の凝集など生化学的情報，あるいは酸素消費などの活動情報を取得するこ
とで，疾患の早期発見や脳科学への寄与が期待されている． 
 これら生化学情報のトモグラフィ例として，陽電子断層撮影（ポジトロン断層撮影法；PET），
また活動情報のトモグラフィ例として，近赤外光をもちいる拡散光トモグラフィがあり，研究・
開発が進められている．これらの手法に共通する特徴のひとつとして，利用する信号が生体内で
強い散乱を受けることが挙げられる．この散乱を表す数理モデルとして輻射輸送方程式が知ら
れているが，この輻射輸送方程式の数学的な性質は十分に解析されていないため，この方程式の
数理的性質に基づくトモグラフィの技術開発は十分に進展しておらず，別の数理モデルがもち
いられる．上述のＰＥＴでは，散乱を無視して直進性を本質とするエックス線トモグラフィのア
ルゴリズムが利用されることが多く，アーティファクトの大きな要因となることが指摘されて
いる．また拡散光トモグラフィでは，輻射輸送方程式の扱いの困難さから，拡散近似で得られる
方程式がもちいられるが，入力・観測にもちいる光ファイバのもつ指向性を数理モデルに反映さ
せられない．いずれの場合も，信号の散乱という本質を十分扱えておらず，この研究方針の延長
上には高精度化・高信頼性は望めず，信号の散乱を考慮する新たなトモグラフィのために輻射輸
送方程式の数理的研究が嘱望されていた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題では，散乱信号をもちいるトモグラフィを念頭におき，媒質中で多重散乱する信号の
伝播の数理モデルである輻射輸送方程式の数理的性質を明らかにする．またイメージングでも
ちいる数学的再構成手法および信頼性の高い数値的取り扱い手法を提案する．また，すでに実現
されているエックス線トモグラフィについても新たな知見が得られないか検討し，これらを総
合して，次世代トモグラフィ・次世代医用イメージングの数理的研究に取り組む． 
 
３．研究の方法 
 
輻射輸送方程式は，信号を粒子の移動というメゾスコピックな立場で記述するものである．本研
究課題では生体の大きさに比してガンマ線や近赤外光が十分高速であることを考え，輻射輸送
方程式の境界値問題を考える．この定常輻射輸送方程式は微分積分方程式であり，境界値をあた
えたうえでの解の存在や一意性，安定性など適切(well-posed)となる枠組みの議論も十分では
ない．また，トモグラフィへの応用では，数値的手法による解析，すなわち数値解を通した考察
も有用であるが，標準的な手法は確立されていない．この理由のひとつは信号強度が空間（3次
元）と信号の速度方向（2次元）に依存し，離散問題は本質的に 5次元の超大規模問題となるこ
とにあると考えられる．そのため，スーパーコンピュータによる大規模計算のみならず，効率的
な負荷分散による高速計算手法も必要となる． 
 これら順問題に相当する境界値問題に続けて，トモグラフィの数理モデルとして逆問題を考
察する．逆問題としては様々な設定が考えられるが，ＰＥＴは輻射輸送方程式の非斉次項同定問
題となり，拡散光トモグラフィは係数のうち吸収係数同定問題となる．散乱信号をとらえる手法
はいくつか考えられるが，A.L.Bukugeim によって提案された A-analytic 理論[1]をもちいる．
これは代表者が先行研究でも数値的基盤を確立しているものであり，本研究でも有効と考えて
利用する． 
 この A-analytic 理論は元来，エックス線トモグラフィに対して理論が構築されている．そこ
での数理モデルは古典的な Radon 変換ではなく輸送方程式であり，上述の輻射輸送方程式と違
って散乱積分を含まない微分方程式である．そのため，輻射輸送方程式について得られた知見が
あれば，輸送方程式にも適用できる可能性がある．そのため，これら類似の数理モデルを介して
エックス線トモグラフィへの適用可能性を検討し，その新手法にも挑む． 
 
参考文献 [1] A.L.Bukhgeim, “Supplement: Inversion formulas in inverse problems”, 
in Linear Operators and Ill-Posed Problems (1995), pp.323-376. 
 
４．研究成果 
 
（１） 輻射輸送方程式の境界値問題に対し，不連続性を捉えうる数値スキームの確立 
輻射輸送方程式の境界値問題では，不連続な境界値を設定すると，その不連続性に起因して解に



も不連続性が生じることが，分担者の先行研究により示されている．これは輻射輸送方程式の解
の構造として重要な性質である．微分方程式の離散化および数値計算で基本的な差分法ではス
キームの構成は容易であるが，その理論的基礎は Taylor 展開であり，捉えうる解は古典的な意
味で滑らかな関数に限られるため，この差分法では解の不連続性を高精度に扱うことは困難で
ある．また本研究課題のひとつである拡散光トモグラフィの数値シミュレーションにおいて，光
ファイバによる局所的な入射，入射付近での光強度の指数的な減衰，さらに入射点から充分離れ
ると光強度がほとんど変化しないなどの特徴も現象論的に重要であり，数値計算で活用するこ
とで計算の効率化も図られる．これらを実現するには差分法のような一様なメッシュではなく，
非等間隔のメッシュ(graded mesh)の利用が望ましい． 
これらの性質を考慮して，本研究では輻射輸送方程式に対する不連続 Galerkin 法による離散
化スキームを導出し，その求解において Gauss-Seidel 法が有効であることを示した．まず，関
数の近似のため，形状関数に区分定数要素をもちいる．これにより，差分法や一般的な区分線型
(P1)要素をもちいる有限要素法と異なり，未知関数である粒子密度の不連続性を効率よくとらえ
ることが可能となる．また領域分割には三角形や四面体などの単体分割をもちいる必要はなく，
多角形が混在したり，ひとつの辺の途中に節点が存在するような非適合メッシュも利用可能で
ある．このため，入射点近傍では精細なメッシュを，そこから離れれば疎なメッシュを利用する
ことも可能であり，物理的な特性を反映しやすいとともに，そのようなメッシュの生成が極めて
容易となるという利点がある．さらに数値実験においては，不連続性を反映する自然なノルムの
もとで，誤差がメッシュの大きさの 1/2 乗のオーダーで減衰するという極めて妥当な誤差評価
を示した．また，微分作用素と積分作用素の局所性・大域性に起因して，演算コストやメモリア
クセスのアンバランスが生じ，高速計算の妨げとなる．これに対して BLAS の利用などにより効
率的な計算アルゴリズムを提案した． 
 
（２） 有限要素法ソフトウエア FreeFEM の出力機能の改善 
前述のスキームの数値計算において利用するメッシュ生成のため，２次元では FreeFEM という
ソフトウエアを利用した．これは O.Pironneau 氏が開発を開始し，現在は F.Hecht 氏を中心に開
発が進められている有限要素解析のためのソフトウエアである．有限要素法の数値計算では，領
域のメッシュ生成，弱形式の定義と離散化，その過程での数値積分，連立方程式の求解，結果の
可視化など種々のアルゴリズムを要するが，FreeFEM はこれらをまとめて記述できる統合開発環
境である．このうち，2次元の計算結果の数値解のグラフをファイルに出力する際のファイル形
式として，開発開始当初から PostScript 形式がもちいられる．この PostScript 形式は多くのオ
ペレーティングシステムで対応しておらず，表示や印刷に際しては FreeFEM に加えて別途のソ
フトウエアが必要となる．しかし，そのようなソフトウエアは減少の一途をたどり，現在は非標
準的と言わざるを得ず，これは FreeFEM を利用する上での問題点であった．そこでこの２次元の
計算結果のグラフのファイル保存に際して，現在標準的(de facto standard)な PDF(portable 
document format)形式および SVG(scalable vector graphics)形式のファイルに出力する機能を
開発した．さらに，メッシュについて頂点・辺・要素番号，および境界条件を課す際にもちいる
ラベルなども出力し，プログラム開発を補助する機能を実現した．また，区分２次 (P2)要素で
得られる計算結果も線分で近似されるなど，実際の数値解の形状を反映しない出力が得られる
場合もあった．これに対して滑らかなベジェ曲線で表示することにより解決する機能も搭載し
た．本研究課題で開発したこのソフトウエアは FreeFEM の標準機能として取り込まれ，現在，同
ソフトウエアに同梱されて配布・利用されている． 
 
（３） 減衰係数同定問題に対する数学解析と数値的再構成 
輻射輸送方程式には吸収係数，散乱核が現れる．このうち散乱核の積分量は散乱係数と呼ばれ，
吸収係数と散乱係数の和は減衰係数と呼ばれる．これは粒子が伝播する過程において媒質によ
って吸収と散乱による強度の減弱を表す．輻射輸送方程式の境界値は，領域への粒子の流入と，
領域からの粒子の流出に対応するものがあるが，逆問題では流入境界条件を与え，出力境界条件
を観測して系の性質を決定する問題となる．分担者のひとりによって，不連続な流入境界条件を
与えることで解に不連続性が生じ，これが出力境界条件にも現れることが示されている．さらに，
この出力における不連続性は減衰係数の Radon 変換になるため，逆 Radon 変換によって減衰係
数が同定される．このとき，先行研究では内部の減衰係数の不連続性が領域の generalized 
convexity 条件を満たす領域分割と関係するもとでの解析が行われていたが，この条件を緩和
し，より一般的な領域でも出力境界条件の不連続性が減衰係数の Radon 変換となることを示し
た．これにより，従来のエックス線トモグラフィのアルゴリズムにより減衰係数の再構成が従う．
さらに本研究課題ではこのアルゴリズムの数値的実現可能性を検証した．そこでは前述の不連
続性を扱いうる数値計算スキームによって観測に相当する量を効率的に生成し，領域内の減衰
係数を定量的に再構成することに成功した．しかも再構成過程においては散乱核の情報を一切
もちいていないため，散乱核と吸収係数のいずれもが未知の場合であっても，減衰係数を再構成
できるという特徴がある．2次元においては境界上の任意の 2点の組に対して不連続な境界条件
を設定し，出力を計測する必要があり，多数の計測を要することになる．一方 3 次元の場合で
は，トモグラフィを取得したい断面を一つ決めると，その断面に沿って不連続な境界条件をひと
つ設定し，観測を一度おこなうことで，その断面のトモグラフィを取得できることがわかった．



この数値的再構成の成功は，拡散光トモグラフィによって減衰係数の再構成が可能であること
を示唆している．この結果は国内の応用数理学会，逆問題に関する国際ワークショップ，応用数
理に関する最大規模の国際学会などで順次発表した． 
 
（４） 非斉次項同定問題に対する局所観測からの部分再構成の数学解析と数値的再構成 
従来のエックス線トモグラフィに対する要求のひとつとして，患部の経過観察のために繰り返
しエックス線を照射する場合や小児を対象とする場合には，患部にのみ局所的にエックス線を
照射するなどして被ばく量を低減したいという要求があった．このエックス線の数理モデルは，
1917 年に提唱された Radon 変換である．これはエックス線の直進性をもとに構成された積分変
換であるため，信号の直進性および観測が大域的であることが前提となる．したがって前述のよ
うな局所的な照射・観測からの部分的なイメージングは原理的にできないとされていた．これに
対して，海外の研究者とともに，輻射輸送方程式の場合を対象として，境界の一部分（弧）上を
通る出射信号のみを観測する場合の断層画像の取得法を考察した．A-analytic 理論は断層画像
を撮影する平面を複素平面と同一視して記述するが，本研究課題では特に，弧を結ぶ線分が複素
平面の実軸に含まれ，観測する弧が上半平面側に含まれるように座標軸を設定することが最大
のアイデアである．この設定下では，断層画像の取得法は楕円型初期値問題を解くことに相当す
ることがわかった．しかしこれは典型的な非適切問題(ill-posed problem)として知られている．
特に Hadamard の反例によってその不安定性が severely ill-posed であることも指摘されてお
り，再構成が非常に不安定な問題として定式化される，すなわち，数値計算の過程で離散化誤差，
観測誤差，さらに計算機上での実数とその演算の近似による丸め誤差が急激に増大して数値的
再構成は破綻することが当初予想された．本研究課題では，この困難点を次のアルゴリズムで解
決した．まず A-analytic 理論の最大の特徴である一般化された Cauchy の積分公式は，正則関数
に対する Cauchy の積分と同様，境界積分によって内点の値を与えるものであるが，この内点を
実軸への極限をとることにより，Sokhotski–Plemelj の公式(jump relation)によって特異積分
方程式が導かれる．その際，一部の未知関数の実軸上での値が現れるが，前述の座標軸の設定に
より，未知関数を含む項に同時に現れる共役複素数が打ち消しあい，未知関数がひとつのみ残さ
れた特異積分方程式となる．さらにこの特異積分方程式は，弧の両端を結ぶ線分上での有限
Hilbert 変換を含むが，その有限 Hilbert 変換作用素のスペクトル構造および単射性より，この
求解が L2の意味で不安定となることがわかる．この特異積分方程式の解および弧から出射する
エックス線を観測することで，弧の凸包での断層画像が得られる．一方，この手法からイメージ
ングをおこなうには数値計算手法が必須であるが，アルゴリズムを数値計算するうえで，この積
分方程式の数値的可解性および安定性が問題となる．本研究課題では区分定数要素での離散化
で得られる連立一次方程式に対して，その係数行列が狭義正定値であることを示した．これは連
立一次方程式が一意的な解をもつことを意味しており，アルゴリズムがブレークダウンするこ
となく進行することを意味する．さらにその Euclid ノルムでの条件数が分割数について高々線
型増大であるという不安定性に対する定量的評価を示した．これは明示的な正則化をおこなう
ことなく，誤差の増大が計算結果に与える影響は軽微であることを示すものである．また有限
Hilbert 変換作用素のスペクトルの構造から自明な正則化も導出され，その離散化問題の安定性
に関して，条件数が分割数によらず一様であるという安定性も示され，正則化の有無に関わらず，
数値的再構成が信頼性をもって実行できることが示された．また，これらの結果はすべて，エッ
クス線トモグラフィを数理モデルとして輸送方程式によって考察する場合にも成立する．実際，
分担者とともにおこなった実測データからの再構成では，境界の 3 分の 1 の弧から出射するエ
ックス線の情報からだけ再構成をおこなったところ，従来の全周観測の場合の標準的手法と同
様の画質の再構成に成功した．この成果を発表した論文に対し，数理・計算・応用にわたる取り
組みが評価され，共著者らとともに日本計算数理工学会論文賞を授与された． 
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On feasibility of numerical reconstruction of the attenuation coefficient in the stationary radiative transport equation

Denoising in non-invasive medical imaging

Propagation of boundary-induced discontinuity in stationary radiative transfer and its application to the optical tomography
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輸送方程式のソース項同定逆問題による X 線計算機断層撮影の数値的実現
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HKUST and Kyoto University Joint Symposium on Informatics（国際学会）
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RIMS workshop on "Some approaches on ill-posed problems -theory and practice-"（招待講演）（国際学会）

NCTS-Kyoto Mathematics Symposium（招待講演）（国際学会）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Hiroshi Fujiwara, Naoya Oishi, Kamran Sadiq, Alexandru Tamasan

Hiroshi Fujiwara

Hiroshi Fujiwara

Hiroshi Fujiwara

 ３．学会等名

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名

 １．発表者名

 ４．発表年
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Numerical reconstruction of sources in transport equations and their applications
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