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研究成果の概要（和文）：疎行列を係数行列とする連立一次方程式の反復解法に対して、精度保証付き数値計算
を行えるようにするため、SuiteSparse Matrix Collectionにある行列の逆行列の最大値ノルムを事前に計算し
公開した。これにより、近似計算の約2倍以内（近似計算の時間を含む）でタイトな誤差上限を求める精度保証
付き数値計算が多くの問題で可能となった。また、連立一次方程式に対して、誤差の観点で非常に良い近似解が
求められる複雑な手順が不要な混合精度反復解法を開発し、数値実験によりその有用性を示した。

研究成果の概要（英文）：To enable verified numerical computations for iterative solvers of systems 
of linear equations with sparse coefficient matrices, we precomputed and published the maximum norm 
of the inverse matrices from the SuiteSparse Matrix Collection. This allows verified numerical 
computations to obtain tight error bounds for many problems within approximately twice the time of 
approximate computations (including the time for approximate computations). Additionally, we 
developed a mixed-precision iterative solver for systems of linear equations that does not require 
complex procedures to obtain very good approximate solutions from an error perspective, and 
demonstrated its usefulness through numerical experiments.

研究分野： 精度保証付き数値計算

キーワード： 精度保証付き数値計算　連立一次方程式　反復解法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
SuiteSparse Matrix Collectionにある行列は、科学技術計算において具体的に現れる行列であり、反復解法の
有用性を評価するためによく使用されてきた。通常、相対残差ノルムを用いて近似解の良し悪しを議論してきた
が、相対誤差の観点から精度を議論できるようになり、新たな視点で反復解法を評価し、より深い精度の議論が
可能となった。反復解法は多くの分野のシミュレーションにおいて必須であり、この研究で可能としたこと、提
案した反復解法は将来のシミュレーション技術の発展に寄与するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
数値計算は現代の計算機で高速に実装され，浮動小数点数とその演算が用いられる．標準的な

ラップトップ型計算機では 1 秒間に 109 回以上，最先端のスーパーコンピュータでは 1 秒間に
1017 回程度の浮動小数点演算が可能であった．当時，国内では富岳の完成が待望され，京コン
ピュータの 20 倍から 30 倍の性能向上を見込み，計算速度の著しい向上を見込んでいた．この
計算速度の向上により，新材料・創薬・災害対策・宇宙の起源などの分野の研究がさらに進む期
待が寄せられていた． 
最も広く使用される浮動小数点数とその演算は 1985 年に規定され，2008 年に改定された

IEEE 754 標準規格によって定められたものであり，32 ビットや 64 ビットの 2 進浮動小数点
数が現在最も使用されている．データサイエンスのために，16 ビットの 2 進浮動小数点数のサ
ポートがはじまり，更なる低精度演算の実装が GPU では始まったが，ハードウェア実装で高精
度な浮動小数点演算を扱うことは，結果として 40 年近くの間進んでいない．計算機性能の向上
によって，問題が大規模化し，それに伴い演算回数は増加し，丸め誤差はより多く蓄積する．今
後は計算結果の信頼性に向き合うことが現在よりも必要になると見込まれた． 
多くのシミュレーションは，「現象を微分方程式を用いた支配方程式で記述する」，「微分方程

式を離散化して，連立一次方程式に帰着」，「連立一次方程式を数値計算で近似的に解く」という
手順を経る．最後に扱う連立一次方程式の係数行列は疎行列であることが多く，行列とベクトル
の積を反復的に計算するだけで解が求まる反復解法がよく使用される．クリロフ部分空間法系
統の反復解法では，行列の次数 n に対して，理論上 n 回の反復により厳密解が求まることが示
されている．一方で，すべての計算が厳密であることを仮定しているため，有限精度の浮動小数
点数とその演算を用いた場合には厳密解が求まらない．よって，反復を停止する収束条件を与え，
それを満たす近似解を求める．連立一次方程式に対する反復解法では，主に「相対残差ノルム」
や「異なるソルバにより得られた近似解との比較：経験則による誤差の推定」が行われていた．
ここで，以下の事例を挙げる．  

 
残差と誤差は別の指標であり，相対残差ノルムのみを用いた信頼性の議論の危険さを示唆し

ている．また，複数のソルバによる近似解の比較は，環境毎にコードの開発が必要になるために
コストが高く，さらに精度の保証にはならない．誤差に着目した議論を行いたいが「真の解がわ
からなければ誤差は把握不可能」，「真の解を得ることが難しいために数値シミュレーションを
行っている」という相容れないギャップが本質的であるため，誤差に着目した研究が行われてこ
なかった実情があった．よって，誤差に着目した研究を推進し，新たな知見を基にすれば，高信
頼計算の分野の発展に貢献することが期待されていた．ここで誤差に向きあう精度保証付き数
値計算に活躍の場が与えられていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
 
数値線形代数は，物理現象，社会現象のシミュレーションを含む非常に多くの分野に応用があ

り，科学技術計算に必要不可欠である．特に，疎行列を係数行列とする連立一次方程式は多くの
問題に現れ，主に反復解法を用いて近似解を得る．従来の反復解法では，相対残差を基準として
収束判定を行っていることが多く，「収束しない」，または「真の解からほど遠い結果」を得るな
ど，精度面に問題がある事例がある．また精度の検証に関する第二の選択肢として，複数の近似
解法において得た近似解を比較する方法がある．本研究では，精度の検証に関する第三の選択肢
として「誤差」に着目した精度保証付き数値計算を，疎行列を係数行列とした連立一次方程式へ
展開する．応用から現れる様々な行列を集めた国際的に知られた行列データ群である
SuiteSparse Matrix Collection にある 90%の正方行列，すなわち約 2000 の行列に対して「反
復解法」を用いた精度保証法を適用できるように目標を立てた．具体的には 
① SuiteSparse Matrix Collection にある行列を係数とする連立一次方程式の精度保証に要す

るコストは，近似解の計算時間と同等になることを目標とし，高速かつ高信頼な数値計算を

事例：収束判定と実際の誤差  
テスト行列を集めた世界最大の web サイトである「SuiteSparse Matrix Collection」
から fs_183_3 という行列をダウンロードし，解ベクトルのすべての成分をほぼ 1 に設
定した連立一次方程式を生成する．この問題に対して，許容相対残差を 10−10 に設定
した．安定化双共役勾配法（BiCGStab 法）を実行すると，相対残差ノルムは 8.1 · 10−11 
を満たし，1604 回で反復は成功裏に停止した．ところが，近似解の最大相対誤差は
54.8 であり，1 桁も正しくない成分が存在した． 



達成する．そのために逆行列の最大値ノルムを事前に求めてデータ化 
② 反復法の高速性と精度保証の信頼性が融合した数値計算法の構築 
を行うことを目的とした．また，精度保証付き数値計算自体の発展にも寄与すべく，特に 
③ 行列積の包含（下端と上端を求めること）の効率化に関する研究 
④ GPU の混合精度計算による高精度な行列積アルゴリズムの開発 
⑤ 標準固有値問題の固有対，特異値分解における特異値と特異ベクトルに関して，高速な反復

改良法の提案 
⑥ 標準固有値問題について，厳密な精度の評価を可能とするテスト問題の生成法の開発 
についても研究成果を挙げることを目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
 
 
項目ごとに行った研究方法について述べる． 

 
① 精度保証付き数値計算により疎行列を係数行列とする連立一次方程式の数値解の精度保証

法を発展させる．具体的には，Suite Sparse Matrix Collection にある疎行列に対して低
コストで精度保証を行える環境を構築するための逆行列の最大値ノルムの上限を計算した．
この最大値ノルムが事前に求まっていれば，残りの精度保証付き数値計算に必要な計算コ
ストは行列のサイズの 2 乗に比例するコストで済み，計算がごく短時間で終了するためで
ある．  

② 連立一次方程式の反復解法の発展に寄与する研究を行った．また，精度が保証されたこと，
すなわち残差ではなく誤差に着目して反復解法を考察し，新たな手法の開発に挑むことを
行った．残差は停滞しているが，誤差の意味では反復に意味があるのか？などを考察しなが
ら，新たな手法の開発に挑んだ． 

③ 行列積の包含について，基本的に区間演算の半径は相対的に増える一方であるため，なるべ
く初期の演算にはコストを払ってでも過大評価を抑える方針で，その後の計算では高速な
手法を採用し，全体として計算コストのバランスをとる新しいアルゴリズムの開発を行っ
た． 

④ GPU の混合精度計算による高精度な行列積アルゴリズムの開発について，高速な整数計算
Tensor Core を活用するエラーフリー変換法を開発する．入力が 8ビットであるが，内部計
算が 32 ビットである高速な計算システムをいかに活用するかを議論した． 

⑤ 標準固有値問題の固有対，特異値分解に関する反復改良法としては，強力な先行研究として
荻田・相島法がある．この荻田・相島法と行う計算の意味では等価な別の計算式を提案し，
高速な低精度演算をより多くの計算箇所に適用できるアルゴリズムの開発を行った． 

⑥ 標準固有値問題については，浮動小数点数で厳密に表現できる固有値分解のファクタを設
定し，その行列に対して摂動を適宜加えることにより，行列積において誤差が発生しないで
行列を生成できる手法の開発を行った． 

 
 
４．研究成果 
 
 
以下，項目ごとに研究成果をまとめる． 
 
① SuiteSparse Matrix Collection にある約 1700 の行列に対して，逆行列の最大値ノルムの

上限のデータを 
https://www.mathsci.shibaura-it.ac.jp/ozaki/smc_norminf.html 

に公表した．公開ページは図１のようになっており，可能な場合には「厳密な上限」，「浮動
小数点数として最適な上限」も示した．これらの行列を係数とした精度保証が高速に行える
ことを意味する．最大では 150 万元の行列となり，大規模な行列の精度保証付き数値計算
が高速に実行できる．表示に誤差がないように 64 ビットのデータを 16 進数で記載して公
開している．これらのデータを活用して，疎行列を係数とする連立一次方程式を反復解法で
解くとき，近似解を得る手間の２倍未満で多くの場合に精度保証が行えることを示した． 



 
図１：逆行列の最大値ノルムの公開画面 

 
 
② 疎行列向けのクリロフ部分空間法の高精度化に取り組んだ．反復解法では，残差ノルムが減

少したとしても，誤差ノルムは一定のレベルで停滞してしまい，十分な精度の近似解が得ら
れない問題が生じる．古典的な高精度化の手法としては，近似解の更新に用いる探索方向ベ
クトルをグループ化することで，丸め誤差の影響を抑制する「Groupwise 更新戦略」が知
られていたが，悪条件な方程式に対しては，反復過程で深刻な情報落ちが発生し，必ずしも
精度改善が達成されない．そこで我々は，効率よく情報落ちを回避するため，グループ化に
多倍長演算を部分活用した混合精度型のアルゴリズムを新たに開発した．メモリ律速な
倍々精度での実装において，計算時間をほとんど増大させることなく，大幅に近似解精度を
向上させることに成功した．なお，誤差ノルムの評価については厳密性が重要となるが，研
究代表者らが提唱している真の解が分かるテスト問題の生成法を活用することで，提案ア
ルゴリズムの高い信頼性を示すことができた．以上の研究成果は，国際会議 JSST2022，日
本応用数理学会2024年研究部会連合発表会などで口頭発表を行うとともに，学術雑誌Japan 
Journal of Industrial and Applied Mathematics への掲載に至った． 
 ここで数値実験例を紹介する．図２の赤線は通常の CG 法，緑線は Groupwise Update と
いう手法を通常精度で実装，青線は Groupwise Update という手法を 10 回に 1 回だけ高精
度計算を適用する手法（提案手法）である．提案手法は誤差の停滞を避けることができ，ほ
ぼ最高精度の結果を得ることができた． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図２：相対誤差の推移 
 
関連するクリロフ部分空間法の研究として，収束振る舞いを滑らかにする残差スムージ

ングを併用した場合の誤差ノルムの挙動解析とその改善，ランチョスの双直交化に基づく
非対称行列向け反復解法の安定化に向けた取り組み，および global 型や block 型と呼ばれ
る拡張型クリロフ部分空間法の収束解析や高速化などの検討も行った．これらはまだ発展
途上の段階ではあるが，いずれの研究も「誤差」に関する議論を含んでおり，前述の成果と
合わせて，反復解法と精度保証法の融合に向けたある種の足掛かりになると考えられる． 

③ 行列積の包含は精度保証付き数値計算では重要な計算である．本プロジェクトでは，3 つの
行列の積に関して，同じ区間幅であればより高速性を追求し，同コストであればよりタイト
な包含をできる新しい計算法を開発した．計算のポイントは，区間による拡大ははじめの点
行列の積と次の点行列と区間行列の積で発生するが，はじめの点行列の積で過大評価を抑
えるように設計したことである．その結果は一般化固有値問題に実際に適用し，高効率性を
示すことができた． 

④ 固有値分解における固有対について，低精度で求めた計算結果を反復改良して高精度な計
算結果を得る手法を開発した．近年開発された荻田・相島法と呼ばれる反復改良法に必要な
計算コストを削減しつつ，収束は従来法と変わらない手法を開発できた．また，同様な方法



を特異値分解に対しても開発し，論文発表を行った． 
⑤ 行列積は多くの分野で基本として求められる計算であり，高速に高信頼な計算結果を得る

ことは重要である．特に AI などの分野では低精度計算の需要があり，より低精度な演算の
高速化が求められている．特に入力は低精度，出力は高精度という Tensor Core を用いた
計算が注目をされている．そこで浮動小数点数を入力として，高速な整数演算 Tensor Core
を活用した行列積のアルゴリズムを開発した．INT8 Tensor Core は FP16 Tensor Core より
も 2 倍高速であること，行列の次元にある程度までは依存せずに 7 ビットの情報を保持で
きることを活かした高速・高精度アルゴリズムを開発できた． 

⑥ 標準固有値分解において，事前に厳密な固有値と固有ベクトルがわかるテスト行列の生成
法を開発した．事前に固有値と固有ベクトルがわかることにより，数値計算結果の妥当性の
検証，特に相対誤差を調べること可能となる．ジョルダン標準形による固有値の指定，複素
固有値を持つ実行列の生成など，幅広い問題を生成可能とする手法となった． 

 
上記により，本科研費の課題の成果を十分に挙げられた．ご支援に感謝をいたします． 
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