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研究成果の概要（和文）：本課題ではテンソルネットワーク分解におけるランク推定，高速アルゴリズム，安定
な最適化などの基盤技術の創出およびそれらの応用展開を目的として，様々な研究に取り組んだ。ランク推定で
は貪欲法に基づくアプローチ，ベイズモデルに基づくアプローチ，特異値情報に基づくアプローチなどについて
検討し開発を行った。高速アルゴリズムではランダム化SVDや高速フーリエ変換を用いるアルゴリズムについて
検討し開発を行った。また，MMアルゴリズムを用いた安定な最適化について検討し開発を行った。その他，招待
講演，チュートリアル講演，英文書籍のチャプター寄稿などの活動を通して，テンソル分解の理論体系整理や普
及にも貢献した。

研究成果の概要（英文）：In this project, various researches were conducted such as rank estimation, 
fast algorithms, stable optimization for tensor network decompositions and their applications. For 
rank estimation, we investigated and developed several approaches based on the greedy method, the 
Bayesian method, and the singular value information. As for the fast algorithms, we investigated and
 developed algorithms using randomized SVD and fast Fourier transform. We also investigated and 
developed stable optimization using the MM algorithm. In addition, through activities such as 
invited talks, tutorial lectures, and contributions to chapters of books, we contributed to improve 
the theory of tensor decompositions.

研究分野：テンソル分解

キーワード： テンソル分解　テンソルネットワーク分解　MMアルゴリズム　ランダム化特異値分解　ランク推定　数
理最適化

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
テンソルネットワーク分解は信号処理，機械学習，パターン認識，物理シミュレーション，量子計算など幅広い
学術分野と密接な関わりがある。本研究成果は，テンソルネットワーク分解における理論やアルゴリズム，方法
論に関する基本的な部分に取り組んだものであるため，これらの幅広い分野に対して貢献できる可能性がある。
特に，情報圧縮や高速処理の技術は，高度情報社会となった現代における記憶，通信，解析などのさまざまな目
的において重要である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) テンソルとは，ベクトル，行列を一般化した概念である。1階のテンソルはベクトル，2階
のテンソルは行列であり，3階以上のテンソルを高階テンソルと呼ぶ。一般に，階数が大きくな
るほど全体の情報量（要素数）は指数関数的に増え，記憶，通信，解析などが難しくなる。しか
し大規模なテンソルデータでも，テンソルネットワーク分解によって，できるだけ損失を抑えつ
つ少ないパラメータ数で表現することができれば，情報の記憶，通信，解析が可能となる。また，
テンソルデータが低ランク性を持つと仮定できる場合には，テンソルデータのノイズ除去，補完，
特徴抽出などに用いることもできる。 
 
(2) 近年データの多様化，大規模化により行列データ解析の限界が顕在化し，テンソルデータ解
析への注目が集まっている。特に，テンソルデータに含まれる欠損値を復元（推定）するテンソ
ル補完という技術は，推薦システム，画像復元，無線通信，交通データ解析などの幅広い応用を
持っており盛んに研究されている。また，高階テンソルを少ないパラメータで表現できるテンソ
ルネットワーク分解は深層学習における重みパラメータの圧縮などに応用され，効率的な学習
や推論の実現するアプローチとして研究されている。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究では，テンソルネットワーク分解をより実用的な技術として確立するため，高精度か
つ高速なランク推定法および省メモリかつ高速な最適化手法の開発を行う。また，構築した理論
やアルゴリズムを活かし，テンソル補完，データ圧縮，パターン認識などへの応用展開について
検討する。 
 
３．研究の方法 
(1) 本研究では，CP 分解，Tucker 分解，TT 分解，TR分解，ハンケルテンソル分解，畳み込みテ
ンソル分解などのさまざまなテンソルネットワーク分解について扱い，それぞれにおいて特に
課題となっている部分についてよりよい最適化の枠組みや，アルゴリズムの提案と開発を行っ
た。また，時空間データの復元や圧縮などを題材に提案アルゴリズムの有効性などを検証した。 
 
４．研究成果 
(1) 欠損付きテンソルデータに対してベイズアプローチを用いてテンソルランク（CP ランク）
を推定し，同時にテンソル分解および補完テンソルも求めることができるアルゴリズムを開発
した。この方法では，MGP(Multiplicative Gamma Process)と呼ばれる事前分布を導入したこと
が特徴で，これによりランクが過推定される従来手法の問題が解決された。また，ランクの収束
が早まるため計算的にも効率が良いことが分かった。この研究成果は，国際学術誌 SN Computer 
Science に掲載された。また，情報論的学習理論ワークショップ 2022 にて発表を行った。 
 
(2) ランダム化特異値分解（rSVD: Randomized SVD）はランダム射影による行列の圧縮を利用し
て大規模な行列の特異値分解を高速に近似的に行う方法である。また，ランダム射影の部分をよ
り高精度に行うクリロフ部分空間法や，逆に簡素化し効率改善を狙うスケッチ法やサンプリン
グ法などとも併せて盛んに研究されている。本研究では，これらランダム化アルゴリズムを活用
してテンソル分解を高速化することが狙いである。Tucker 分解を行う HOSVD，テンソルトレイン
分解を行う TTSVD のアルゴリズムに対して，ランダム化特異値分解，クリロフ部分空間法，スケ
ッチ法，サンプリング法を
適用し，精度や計算速度に
どのような影響があるかを
調査した。また，精度良い近
似と高速計算を両立するた
めにはランク推定が必須で
あることが明らかとなり，
特異値情報を活用して自動
的にランクを決定するアル
ゴリズムの提案と開発を行
った。大規模なテンソルに
対する影響を実験により検
証した。本研究成果は信号
処理シンポジウム2022で発
表された。 

図 1 ランダム化アルゴリズムのテンソル分解への適用結果 



(3) テンソルのハンケル化（遅延埋め込み）は時空間信号データの潜在的な低ランク性を捉える
ために近年注目されている前処理の方法である。このハンケル化されたテンソルに対してテン
ソル分解を行うハンケルテンソル分解のアプローチは，時空間データのテンソル補完問題に有
用であることが知られているが，ハンケル化に伴う計算メモリや計算量の大幅な増加が課題と
なっている。本研究では，ハンケルテンソル分解をうまく再定式化することによって，陽なハン
ケル化前処理を避け，また高速フーリエ変換や畳み込み等を利用した高速処理を導入可能にす
る新しいテンソル分解モデルを提案し，アルゴリズムの開発を行った。最適化は MM アルゴリズ
ムに基づいておりコスト関数の単調減少性が保証されている。また，貪欲用によりランクを自動
的に決定するアルゴリズムが用いられている。これにより従来のハンケルテンソル分解では実
現不可能であった大きな窓幅パラメータ下での実行が可能となり，同時にメモリ負荷，計算時間
の大幅な削減が可能となった。本研究成果は国際会議 APSIPA ASC 2021，2022 で発表しており，
またコンピュータビジョン分野のトップ会議である CVPR2022 でも採択＆発表された。 

 
(4) テンソルネットワーク分解は，高階テンソルをテンソル同士の積によって近似するモデル
であるが，本研究では高階テンソルをテンソル同士の畳み込み積によって近似する畳み込みテ
ンソル分解モデルについて考える。ハンケルテンソル分解との関係や，フーリエ変換との関係な
どについて議論し，滑らかな信号の復元に対して有効であることを示した。本研究成果は国際会
議 APSIPA ASC2022 で発表された。 
 
(5) 書籍”Tensors for Data Processing”に対して第 11 章”Tensor methods for low-level 
vision”を寄稿し，テンソルの低ランク近似やテンソル分解を用いた画像復元法に対する理論
体系の整理，最適化アルゴリズムの整理などを行った。テンソル分解を用いたノイズ除去，欠損
値補完，ボケ復元，超解像，CT/PET イメージング，圧縮センシングなどの画像信号復元問題を
線形劣化型観測モデルにおける逆問題として統一的に捉える枠組みについて整理した。テンソ
ルの低ランク近似を用いる方法を，大きくペナルティ関数を用いるアプローチと陽なテンソル
分解を用いるアプローチに分類し，それぞれの分類について必要となる最適化問題が ADMM，MM
アルゴリズムなどによって解けることを丁寧にまとめた。 
 
(6) その他テンソル分解やその応用に関する研究内容について 6 件の招待講演（MIRU2020，MI
研究会/FIT2020，RIKEN-AIP オープンセミナー，第 5回統計・機械学習若手シンポジウム，離散
的手法による場と時空のダイナミクス 2022，電子情報通信学会総合大会）で発表を行った。ま
た 2020 年には国際会議 APSIPA-ASC2020 にて”Tensor Representations in Signal Processing 
and Machine Learning”を企画しテンソル分解の基礎と応用について自らチュートリアル講演
を行った。2021 年には国際会議 APSIPA-ASC2021 にて”Advanced Topics of Prior-based Image 
Restoration: Tensors and Neural Networks”を企画しテンソル分解やニューラルネットワー
クを用いた画像復元について自らチュートリアル講演を行った。 
 

図 2 高速化されたハンケルテンソル分解の実験結果：表の値は各データ，手法における

（PSNR↑，SSIM↑，計算時間[秒]↓）の値が示されている。従来法よりも 100 倍程度早く

なっていることがわかる 
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