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研究成果の概要（和文）：行列環の部分代数のモジュライへのHochschild cohomologyの応用に関し、鳥居猛氏
（岡山大学）との共著論文が掲載された。複素連結単純Lie群の有限次元複素thick表現の分類に関し、面田康裕
氏（明石高専）との共著論文が掲載された。板垣智洋氏（高崎経済大学）や鳥居氏と共同で“Hochschild 
cohomology of the quadratic monomial algebra Nm”(arXiv:2403.20074)を公表した。鳥居氏との共同研究と
して、3次行列環の4次元部分代数のモジュライを記述した。3次行列環の5次元部分代数のモジュライの既約成分
は3個であった。

研究成果の概要（英文）：We published the paper on applications of Hochschild cohomology to the 
moduli of subalgebras of the full matrix ring (joint work with Takeshi Torii(Okayama University)). 
We also published the paper on the classification of thick representations of simple Lie groups 
(joint work with Yasuhiro Omoda(National Institute of Technology, Akashi College)). The preprint "
Hochschild cohomology of the quadratic monomial algebra Nm"(arXiv:2403.20074) was announced (joint 
work with Tomohiro Itagaki(Takasaki City University of Economics) and T. Torii).  
We described the moduli of 4-dimensional subalgebras of the full matrix ring of degree 3, and showed
 that there are three irreducible components of the moduli of 5-dimensional subalgebras of the full 
matrix ring of degree 3(joint work with T.Torii). 

研究分野： 代数幾何学

キーワード： 代数学　代数幾何学　不変式論　表現のモジュライ

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
得られた研究結果より、3次の鋳型に対する表現のモジュライを構成する手掛かりが得られた。一般の体上（も
しくは可換環上）の3次の行列環の部分代数について記述する方法が得られ、特に一般の体上4次元部分代数の
（内部自己同型に関する）同値類が6個であることも判明した。また、一般の有限次元quadratic monomial 
algebraのHochschild cohomology環の構造を決定するヒントとして具体的な計算例を提示した。
本研究のテーマである行列は基本的な代数的対象であり、複数個の行列を同時に分かりやすい標準型に変形する
ことは、数学のさまざまな分野に多くの応用が考えられ有益である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
  本研究は、研究代表者が若手研究（Ｂ）「表現のモジュライとその周辺」（2007 年度～2010 

年度、研究課題番号：19740007）、基盤研究（Ｃ）「表現のモジュライとその周辺（２）」 
（2011 年度～2014 年度、研究課題番号：23540044）および基盤研究（Ｃ）「表現のモジュ 
ライとその周辺（３）」（2015 年度～2019 年度、研究課題番号：15K04814）において行っ 
た研究の続きにあたる。 
「鋳型」とは、平たく言えば全行列環の部分代数のことである。Γを群もしくはモノイド 

とする。Γのｎ次表現をρ(Γ)が生成するｎ次全行列環の部分代数Ａで分類することを考 
える。部分代数（以下、鋳型と呼ぶ）Ａを生成するような表現に限ってモジュライを構成し 
ようというのが研究代表者のアイデアである。2 次の場合の各鋳型に対する表現のモジュラ 
イや、Borel 鋳型の表現のモジュライについてはすでに構成されている。各鋳型に対する表 
現のモジュライを構成するためには、鋳型のモジュライ自体を調べることが肝要であり、研 
究の主要テーマは鋳型のモジュライの記述に移っていた。本研究開始当初、Hochschild  
cohomology が行列環の部分代数のモジュライ（鋳型のモジュライ）を調べるのに重要な道 
具になることが判明しており、その整備と論文執筆が課題となっていた。 

   一方、群Γのｎ次表現ρ：Γ→GL(V)が thick とは、V の任意の部分空間 V1, V2 で dimV1 
+dimV2 = n ならば、Γの元 g が存在して、(ρ(g)V1)∩ V2 ={0}となるときをいう。ρが 
dense であるとは、ρの外積表現がすべて既約になるときをいう。dense 表現なら thick 表 
現、thick な表現なら既約表現であることがわかる。面田康裕氏（明石高専）との共同研究 
で、複素単純Lie 群の有限次元複素 thick 表現の分類はすでに完成しており、対称群の thick 
表現の分類や non-thick な既約表現の特徴づけに研究テーマが移っていった。 

 
２．研究の目的 

本研究の当初の目的は次の通りであった。なお、実際には優先順位を変えて研究を行った。 
 
表現のモジュライを構成し、その代数幾何的、位相幾何的構造を調べよ。特に、 
A. 3 次以上の鋳型に対して、対応する表現のモジュライを構成せよ。 
B. 3 次以上の鋳型のモジュライの構造を調べよ。 
C. thick 表現や dense 表現の理論を発展させよ。 
D.その他、表現のモジュライに関する事項を調べよ。 

 
本研究のテーマは、m 個の n 次正方行列(A1, A2, …, Am) に対して n 次正則行列 P に 
よる同時随伴行列を出来るだけ簡単な形に変形せよ（標準型を求めよ）という問題に他なら 
ず、基本的・本質的な問題の解決を通じて数学に貢献したい。 

 
３．研究の方法 
  当初の研究の手法は次の通りである。 

(1)3 次以上の鋳型に対して対応する表現のモジュライを構成する。 
(2)3次以上の鋳型のモジュライの構造を調べることに関して、各点のsmoothnessやZariski 
空間の次元を調べるための Hochschild cohomology を計算する。結果が得られ次第、順次 
論文の執筆に入る。鳥居猛氏（岡山大学）との共同研究。 

(3)thick 表現や dense 表現の理論について発展させる。具体的な群の表現が thick である 
か、dense であるかを判定する。また、non-thick な絶対既約表現のモジュライの記述を 
行う。面田康裕氏（明石高専）との共同研究。 

(4)行列の不変式環の構造やその他表現に関する代数的構造の研究については、奥山真吾氏 
（香川高専）との共同研究として行う。 

 
４．研究成果 
  研究当初とは優先順位を変えて目的を設定した。その結果、下記の重要度の高い新たな知 

見が得られた。 
 

(1) Hochschild cohomology の鋳型のモジュライへの応用 
鳥居氏との共同研究として、“Applications of Hochschild cohomology to the 

moduli of subalgebras of the full matrix ring”が Journal of Pure and Applied 
Algebra に掲載された。この論文は、Hochschild cohomology を鋳型のモジュライを調
べるための道具として整備したものである。鋳型のモジュライの各点の Zariski 
tangent space の次元を計算することが可能となり、各点で smooth であるための障害
類を Hochschild cohomology の元で記述している。また、3次の行列環の部分代数 Aに
関する Hochschild cohomology HH*(A,M3/A)を計算している。例えるなら、P. Gabriel 



“Finite representation type is open”で定義された Variety of Algebras の部分代
数版をこの論文で理論展開しようとした。 

(2) Hochschild cohomology の具体的計算 
板垣智洋氏（高崎経済大学）や鳥居氏との共著論文“Hochschild cohomology of the 

quadratic monomial algebra Nm”(arXiv:2403.20074)をプレプリントとして公表し、
現在投稿中である。quadratic monomial algebra Nmに対して、HH*(Nm,Mm/Nm)の加群構造
を決定し、HH*(Nm,Nm)の代数構造を決定した。また、HH*(Nm,Nm)の Gersternhaber bracket
を記述し、m>2 のとき Gersternhaber bracket を誘導するような Batalin-Vilkovisky 構
造が存在しないことを示した。今後、一般の有限次元 quadratic monomial algebra A
の Hochschild cohomology 環 HH*(A,A)の構造決定の可能性が視野に入ってきた。 

(3) 3 次の階数 d の鋳型のモジュライ Mold3,dの構造について 
3 次の行列環 M3の d 次元部分代数のモジュライ Mold3,dに関し、d=4, 5 のときを除い

ておおよその記述は終わっていた。本研究では鳥居氏との共同研究として、第 55 回環
論および表現論シンポジウムにおいて“The moduli of 4-dimensional subalgebras of 
the full matrix ring of degree 3”というタイトルで講演し、報告集にて結果を公表
した。d=4 の場合、モジュライの既約成分が 3つで、それぞれ Z上の相対次元は 5, 2, 
2 であり、どのような多様体であるか記述した。特に Z上 smooth である。系として、体
k 上の M3(k)の 4 次元 k-部分代数の（内部自己同型による）同値類が 6 個であることを
示した。 
d=5 の場合も鳥居氏と共同研究を行い、モジュライが 3つの既約成分から成ることを

確認した。この結果については、近々公表する予定である。 
以上より、3次の鋳型のモジュライ Mold3,dに関し、完全ではないにしてもおおよそそ

の構造を記述できた。今後これらの結果を論文にまとめる予定である。 
(4) thick 表現に関する結果 

面田氏との共同研究として、“The classification of thick representations of 
simple Lie groups”Kodai Mathematical Journal が掲載された。 
面田氏とともに 2021 年 3月の日本数学会代数学分科会（慶応義塾大学）にて“Thick 

表現とテンソル積”というタイトルで講演した。本質的にテンソル積、外積や対称積を
使って thick 表現を作ることができないことがわかった。 
また、面田氏と共同で第 54 回環論および表現論シンポジウムにて“Characterization 

of 4-dimensional non-thick irreducible representations”というタイトルで講演し
た。4次の non-thick 既約表現がどのように構成できるのか、その特徴づけが得られた。 
今後これらの結果を論文にまとめる予定である。 

(5) 対称群の dense 表現の分類について 
面田氏が「非可換代数幾何学の大域的問題とその周辺」高知小研究集会にて「thick 

表現と dense 表現 (2)」というタイトルで講演したように、対称群の dense 表現が S4, 
S6の例外的な既約表現を除き、自明表現、符号表現、置換表現 V(n-1,1)、置換表現と符号
表現のテンソル積の 4つに限ることを示した。対称群の thick 表現の分類については検
討中であり、今後これらの結果を論文にまとめる予定である。  

(6) その他、下記の共著論文が学術雑誌に掲載された。 
    Hisashi Johno and Kazunori Nakamoto“Decision Tree-Based Estimation of the  

Overlap of Two Probability Distributions” 
    Atsushi Komaba, Hisashi Johno and Kazunori Nakamoto“A novel statistical  

approach for two-sample testing based on the overlap coefficient” 
    城野悠志氏（山梨大）や駒場敦氏（山梨大）との共同研究で、Overlap coefficient と 
    呼ばれる統計量の新たなノンパラメトリック推定法や、2変量 Kolmogorov-Smirnov 検 

定の拡張として OVL-q と名付けた新たな統計的検定を発案した。 
 
 
    「研究の目的」の B に関して、3次の鋳型のモジュライの構造の記述については、おお 

まかに完成しつつある。今回成果がまとまらなかった研究内容については、基盤研究 
（Ｃ）「表現のモジュライとその周辺（５）」（2024 年度～2027 年度、研究課題番号： 
24K06686）で継続される予定である。成果が得られれば論文としてまとめる予定である。 
各鋳型の表現のモジュライを代数的スタックとして構成できるかも含め研究を継続し 
ていきたい。 
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