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研究成果の概要（和文）：アソシエーション・スキームの代数的理論を応用して複素アダマール行列の構成問題
やユークリッド空間における有限距離集合の分類問題など，組合せ論的問題および幾何学的問題に取り組んだ。
またコヒアラント代数の既約分解のデザイン理論への応用として，ある組合せデザインが不等式により自然に特
徴づけられることを示した。

研究成果の概要（英文）：We applied the algebraic theory of association schemes to combinatorial or 
geometrical problems, such as the existence of complex Hadamard matrices, classification of distance
 sets in Euclidean spaces. We also established a characterization of certain combinatorial designs 
in terms of the natural inequality derived from the irreducible decomposition of a coherent algebra.

研究分野：数学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
組合せ論的対象の存在問題と分類問題，特にアソシエーション・スキームの理論は，計算機科学においても重要
な意味を持ち，代数的手法が有用であることは認知されてきている。特に，非可換アソシエーション・スキーム
の理論を応用上重要な面を優先的に整備することは学術的意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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1. 研究開始当初の背景
代数的符号理論・組合せデザイン理論に代数的方法を適用することは、Delsarte [2] によって 1973

年にアソシエーション・スキームという枠組みの中で定式化され、それまで知られていた多くの結果、
特に限界式が統一的な方法で導かれることが示された。Delsarte は対称的なアソシエーション・スキー
ムについてのみ代数的手法を開発したが，その後非対称的なアソシエーション・スキームや，さらに
一般的な非可換アソシエーション・スキームについても理論が整備されつつある。

2. 研究の目的
ジョンソン・アソシエーション・スキームの族は階層構造を持ち，対称的なアソシエーション・ス
キームを集めることで非可換アソシエーション・スキームの一般化であるコヒアラント配置ができて
いる。これまでは一つの階層である対称的なアソシエーション・スキームに代数的理論を構築してい
たが，複数の階層について理論を構築することで，組合せデザイン理論への新しい応用を考えること
が目的である。また，アソシエーション・スキームの指標表を利用して存在問題にアプローチが可能
な複素アダマール行列の存在問題や，ユークリッド空間の距離集合の分類問題も同時に取り組む。

3. 研究の方法
非可換アソシエーション・スキームの応用としてデザインの存在問題に挑戦した。すでにいくつか
の実験的な例については，行列の半正定値性から興味深い不等式が得られることがわかっており，こ
れらの成果を統合して，応用対象の拡大を目指した。特に，quasi-symmetric なデザインの存在問題に
ついて，表現論を活用すると同時に計算機実験を行い，アダマール行列から構成を試みた。また，テ
イラーグラフの有向グラフでの類似について，そのスイッチングの意味をアソシエーション・スキー
ムのデータベースを用いて探究した。得られた研究成果を研究集会で発表し，専門家から有益な助言
を受けた。

4. 研究成果
アソシエーション・スキームの隣接代数に属する複素アダマール行列については，これまで多くの
研究を行ってきたが，複素アダマール行列のコアがアソシエーション・スキームの隣接代数に属してい
るようなものについて，指標表の理論を用いて研究を進めた。このような構成法は，コンファレンス・
グラフの隣接行列から得られるコンファレンス行列の構成にヒントを得て，Szollosi 氏が学位論文にお
いて複素アダマール行列の場合に一般化している。本研究では研究代表者と研究分担者である生田氏
が協力して一般のクラス２の対称アソシエーション・スキーム，つまり強正則グラフに対して，複素
アダマール行列のコアがその隣接代数に含まれるようなものを完全に分類した。この分類のためには，
多項式の零点の個数と評価を精密に行う必要があり，個数の評価にはスツルムの定理を用いた。この
研究成果は 2020年に研究代表者と研究分担者である生田氏の共著論文として発表した。また，2020

年はすべての研究集会がオンラインで開催されることになり，国内会議 JCCA およびロシア主催の国
際会議で発表を行った。研究代表者と研究分担者である生田氏が協力してテイラーグラフの有向グラ
フへの類似に取り組んだが，この研究成果を発表を行った際に先行研究があることが判明し，未解決
問題の洗い出しをすることになった。実際，アソシエーション・スキームとアダマール行列について，
これまで多くの研究を行ってきたが，最も古典的な関係である，非対称的なクラス２のアソシエーショ
ン・スキームと歪アダマール行列の関係について，スイッチングの概念を使ってより詳しい説明がで
きるのではないかという動機を元に実験的な考察を始めた。非対称的なクラス２のアソシエーション・
スキームにはダブリングと呼ばれる構成法があるが，この構成法とスイッチングクラスの関係を明ら
かにした。この研究は分担者の生田氏と行った。
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また符号とデザインの関係で特に未解決である場合に，格子の影の概念を適用してある現象を説明
できることを発見し，デザイン理論研究集会で口頭発表を行った。これまで，散在型有限単純群との
関係で研究されてきた長さ１２，２４の場合を超えて，次に興味深い現象が起こっていると考えられ
る長さ３６の 3元自己双対符号とアダマール行列について実験的な研究を開始し，研究の中間報告を
行った。またコヒアラント代数の既約分解のデザイン理論への応用は独自に進めていて，これまで得
られた semibiplane を特徴づける不等式について国際会議で口頭発表を行った。
　研究分担者の野崎氏はユークリッド空間内の有限部分集合で距離の種類に制限をつけた上での極
大なものの分類に取り組んできた。距離の種類が１のときは，正単体のことであるが，正単体にさらに
点を付け加えて得られる，距離の種類が２である極大な集合の分類を行った。この研究成果は滋賀大
学の篠原氏との共著論文として発表した。特に，正１２面体の距離集合として特徴づけるという，長
年の未解決問題を解決した。また，この問題のアソシエーション・スキームでの類似を，標数が素数
の体で考えて新たな上界を得る方法を導出した。さらに，研究分担者の野崎氏はユークリッド空間内
の有限部分集合で，距離の値をある代数体の整数環の剰余環の元として捉えた場合に，個数に制限を
つけた場合の上界を求めた。また，代数的グラフ理論における中心的な概念である固有値の分布とグ
ラフの構造の関係について，既存の研究成果をハイパーグラフに一般化した。この研究成果はエクス
パンダーグラフへの代数的グラフ理論の応用を，ハイパーグラフの極値集合論という設定に一般化し
たものと位置付けられる。

参考文献
[1] P. Delsarte, An algebraic approach to the association schemes of coding theory, Philips Research

Reports Suppl. 10 (1973).
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