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研究成果の概要（和文）：2次元正則局所環上の直既約整閉加群の存在および付随する行列式イデアルに関する
研究を行った。整閉単項式イデアルに付随する直既約整閉加群の構成法を得て、任意階数の直既約整閉加群を具
体的かつ大量に与えることに成功した。さらに階数2および階数3の場合に、直既約整閉加群の行列式イデアルと
して現れる整閉イデアルの特徴付けを得て、付随するイデアルの多様性を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We studied the existence of indecomposable integrally closed modules over 
two-dimensional regular local rings and the associated determinantal ideals. We obtained a method 
for constructing indecomposable integrally closed modules associated with integrally closed monomial
 ideals, and gave a large class of indecomposable integrally closed modules of arbitrary rank. 
Furthermore, we obtained a characterization of integrally closed ideals which arise as the 
determinantal ideals of indecomposable integrally closed modules of rank 2 and 3. 

研究分野： 可換環論

キーワード： 整閉イデアル　2次元正則局所環　整閉加群　直既約加群　行列式イデアル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
古典的な整閉イデアルの理論を高階数化した2次元正則局所環上の整閉加群の理論では、直既約整閉加群がどれ
くらい存在するか？という問いが理論の非自明性を示す上で重要である。得られた成果は、直既約整閉加群とそ
れに付随する行列式イデアルが予想より大量かつ多様に存在することを示すもので、理論の非自明性を強化する
ばかりでなく、整閉加群の分類可能性を示唆するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
1930 年代に Zariski が展開した 2次元正則局所環の整閉イデアルの理論は、Lipman によって 2

次元有理特異点上の理論に拡張された。「高次元化」の研究は、ヒルベルト関数や Rees 環との関
連の中で推進されている。近年は、「高階数化」の研究が新展開され、その応用研究も活発化し
ている。加えて、本研究を実施する背景には、次の 2つの予備的研究成果がある。 
 
(1) １つは「高次元化」に関するもので、正則局所環の整閉イデアルの多重 Rees 環が正規とな

るための十分条件（=Rees 環の整閉包の Cohen-Macaulay 性と低次斉次成分の整閉性）が得られ
ている。これは、2次元の場合の定理を高次元化・多重化したとみなせるもので、新たな高次元
化の方向を示唆するものである。 
 
(2) もう 1つは「高階数化」に関するもので、2次元正則局所環上の階数 2の直既約整閉加群

を具体的かつ大量に構成する方法を得ている。これは、未解決だった「Kodiyalam の問い」に、
体系的反例のクラスを与えたばかりでなく、階数 2の直既約整閉加群が、予想よりもはるかに多
く存在することを初めて明らかにしたものである。 
 
 このような背景と予備的研究成果から、古典的な整閉イデアルの理論の背後には、これを高階
数化・高次元化する理論が存在するのではないかと考えられる。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、整閉イデアルの理論を「高次元化・高階数化」し、新たな局所環論を展開す

ることにある。与えられた局所環の整閉イデアル・整閉加群の挙動を詳しく解析することで、局
所環の環構造や付随する Rees 環、ブックスバウム・リム重複度との関係を解明したい。具体的
には次の 3つの課題に取り組む。 
 
(1) 整閉イデアルの挙動と Rees 環の局所コホモロジー加群の研究：イデアルの正規性と付随

する Rees 環の環構造の間には密接な関係がある。Rees 環の局所コホモロジー加群の斉次成分の
消滅を「節減」を用いて詳しく解析することで、これまでの結果を大幅に一般化することに成功
している。この成功の鍵は、古典的ネーター正規化定理を改良した点にある。本課題では、この
予備的研究成果を手掛かりに、整閉イデアルの漸近挙動と Rees 環の局所コホモロジー加群の間
の関係を精密化することで、正則局所環の整閉イデアルの挙動が 2 次元と 3 次元以上の場合で
異なる理由の新たな側面を明らかにする。 
 
(2) 正規局所整域上の整閉加群と Rees 環の環構造研究：Lipman-Tessier は 2 次元有理特異点

上で「整閉イデアル」の理論を展開し、Zariski の定理を拡張した。一方、Kodiyalam は 2 次元
正則局所環上で「整閉加群」の理論を展開し、Zariski の定理を「高階数化」した。近年、この
「高階数化」の研究が活発化している。中でも Lipman-Tessier の理論の高階数化が期待されて
いて、いくつかのアイディアが報告されているものの、未解決のままである。本課題では、
Kodiyalam が展開した整閉加群の理論を、正則という仮定を弱める方向への拡張を目指す。この
目的のため、イデアルの「正規化されたヒルベルト係数の理論」を手掛かりに、「加群の重複度
の基礎理論」を用いて、任意標数の局所環上で「正規化されたブックスバウム・リム係数の理論」
を展開する。 
 
(3) 直既約整閉加群の遍在性の解明と具体的構成：「高階数化」の研究では「直既約整閉加群が

どれくらい存在するか？」という問いが理論の非自明性を示す上で重要である。これまでの研究
で、2 次元正則局所環の単項式イデアルに付随する階数 2 の直既約整閉加群を具体的に構成し、
懸案だった「Kodiyalam の問い」を否定的に解決した。構成法は、Zariski の一意分解定理を用
いるもので、任意階数への拡張が期待される。本課題では、この構成法を手掛かりに、任意階数
の直既約整閉加群の具体的構成を目指す。計算機を使った具体的な計算実験を積み重ねること
で、与えられた整閉加群が直既約かどうか判定する数値的・幾何的条件を導出したい。そして、
直既約整閉加群の遍在性とその背後にある一般論を解明する。 
 

３．研究の方法 
(1) 整閉整域のイデアルの Rees 環の整閉包は、イデアル冪の整閉包の情報をすべて含む次数付
き環である。上記(1)の課題では、この次数付き環の局所コホモロジー加群の解明が鍵となる。
予備的研究で得られている節減理論を使って、局所コホモロジーの斉次成分を精密に記述する。
そして、正則局所環のイデアルが正規となるための必要十分条件を明らかにする。 
 
(2) 任意標数 2 次元正規局所整域のイデアルの Rees 環の整閉包の Cohen-Macaulay 性は「正規
化されたヒルベルト係数」を使って特徴付けられることが知られている。これは、Lipman-Tessier



の定理の任意標数版を導くもので、上記(2)の課題解決への手掛かりとなる。本課題では「正規
化されたブックスバウム・リム係数」の基礎理論を構築し、これを 2次元擬有理特異点の場合に
応用することで、イデアルの場合の類似が成り立つことを明らかにする。 
 
(3) これまでの予備的研究で、2次元正則局所環の整閉単項式イデアルに付随する階数 2の直既
約整閉加群を具体的に構成する方法が得られている。上記(3)の課題では、この構成法を手掛か
りに、階数 3以上の直既約整閉加群を具体的に構成する。加群のグレブナー基底やブックスバウ
ム・リム重複度の理論を利用して、直既約性の判定に有効な計算法を開発したい。そして、直既
約整閉加群の遍在性が任意階数で成立することを明らかにする。 
 
４．研究成果 
(1) 整閉単項式イデアルに付随する直既約整閉加群の構成：予備的研究で得られていた 2 次元
正則局所環の整閉単項式イデアルに付随する階数 2 の直既約整閉加群の具体的構成を一般化し、
階数任意で直既約整閉加群の具体的構成法を与えた。これにより、2次元正則局所環上の直既約
整閉加群は、任意階数において予想よりもはるかに多様に存在することがわかった。これは、
Kodiyalam が展開した整閉加群の理論の非自明性を強化するとともに、単項式イデアルとは限ら
ない整閉イデアルに付随する直既約整閉加群の遍在性を示すものである。この結果は論文とし
てまとめ、Journal of Pure and Applied Algebra に発表した。 
 
(2) 階数 2 の直既約整閉加群の行列式イデアルとして現れる整閉イデアルの特徴付け：単項式
イデアルとは限らない整閉イデアルに付随する階数 2 の直既約整閉加群の構成法を与え、予備
的研究で得られていた単項式イデアルの場合の結果を拡張した。さらに、階数 2の直既約整閉加
群の行列式イデアルになり得ない整閉イデアルのクラスを見出し、最終的にそのような整閉イ
デアルの完全な特徴付けを与えることに成功した。この結果は Kodiyalam との共著論文として
まとめ、Journal of Commutative Algebra に発表した。 
 
(3) 階数 3 の直既約整閉加群の行列式イデアルとして現れる整閉イデアルの特徴付け：研究成
果(2)のアイディアを推し進め、単項式イデアルとは限らない整閉イデアルに付随する階数任意
の直既約整閉加群の構成法を与えた。これは、単項式イデアルの場合の研究成果(1)の結果を大
幅に拡張したものである。さらに、階数 2 の場合の成果(2)の非存在に関する結果も階数任意の
場合まで拡張することに成功した。これにより、階数 3の直既約整閉加群の行列式イデアルとし
て現れる整閉イデアルの特徴付けを得た。この結果は Kodiyalam との共著論文としてまとめ、
Journal of Pure and Applied Algebra に発表した。 
 
(4) 整閉加群に付随する行列式イデアルの colength に関する不等式：2次元正則局所環上の加
群のブックスバウム・リム重複度と付随するイデアルの随伴イデアルの colength に関する不等
式を導出した。さらに、その等号成立条件を与え、整閉加群がみたす等式を得た。この等式は整
閉イデアルの場合によく知られた重複度公式を導くばかりでなく、イデアルの混合重複度公式
をも導くもので、さらには、Kodiyalam-Mohan によって証明された「整閉加群の長さ・重複度公
式」が直接の系として得られる。この結果は Kodiyalam との共同研究として論文にまとめた。こ
れから専門誌に投稿・審査を受けて発表予定である。 
 
(5) 階数 4 の直既約整閉加群の研究：研究成果(2)(3)で得られた階数 2,3 の場合の結果を手掛
かりに、階数 4 の直既約整閉加群の行列式イデアルとして現れる整閉イデアルの特徴付けに取
り組んだ。階数 4以上の場合、階数 3までの場合と異なり、階数 2以上の直和因子が存在する可
能性がある。これが階数 4以上の場合の研究を困難にしている。このような可能性がある非自明
な場合として、位数 2 の単純整閉イデアル二つの積の形をした位数 4 の整閉イデアルに付随す
る階数 4 の直既約整閉加群の存在について考察した。単項式イデアルの場合に具体的計算を重
ね、位数 4の単項式イデアルで、階数 4の直既約整閉加群の行列式イデアルになり得ない非自明
なイデアルのクラスを見出した。この例の計算過程で、階数と位数が等しい整閉加群の分類可能
性を予見し、この方向の研究に着手した。 
 
(6) イデアル冪の素因子の挙動について：イデアル冪の整閉包の素因子の挙動は単調増加かつ
漸近安定であることがよく知られている。一方、通常冪の素因子の挙動は漸近安定であるが、冪
が小さい部分では単調とは限らない。1983 年、Ratliff は通常冪の素因子は一般には制御不可能 
で、いくらでも複雑な挙動を示すイデアルの存在を洞察し問題として提出した。この問題に対す
る部分的解答となる例を今村との共同研究で構成した。この結果は今村との共著論文としてま
とめ、専門誌に投稿・審査中である。Ratliff の問題は最近、Ha-Nguyen-Trung-Trung によって
肯定的に解決されたものの、今回構成した例は、Krull 次元が小さい整域でも冪の素因子が複雑
な挙動を示すイデアルが存在する可能性があることを示唆するものである。 
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