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研究成果の概要（和文）：既存の曲面上のHamilton流の位相不変量の表現を精密化し，曲面上の"有限的な"流れ
に対する表現を構成し，より広いクラスの流体現象を解析できる枠組みを構築した.距離空間上の流れのMorseグ
ラフ・Morse-Smale流の付随するCW複体構造・曲面上のジェネリックなHamilton流のReeb graphの一般化となる
ような新しい高次元の流れの位相不変量の構成した.Poisson安定，recurrentなどのさまざまな再帰的な流れの
軌道類空間を分離公理と順序を用いて特徴付けられることを示した．

研究成果の概要（英文）：We refined the existing representation of the topological invariant of  
Hamiltonian flows on surfaces, constructed an expression for flows of finite type on surfaces, and 
constructed a framework for analyzing a broader class of fluid phenomena. We have constructed new 
topological invariants, which generalize Morse graphs of flows on metric spaces, CW complex 
structures associated with Morse-Smale flows, and Reeb graphs for generic Hamiltonian flows on 
surfaces. We have demonstrated that some recurrent concepts (e.g. Poisson stable, recurrent) for the
 orbit class spaces can be characterized using the separation axiom and partial order.

研究分野： 力学系　トポロジー

キーワード： 力学系　トポロジー　葉層構造　位相不変量

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
曲面上の微分方程式の解などの流れを記述できる有限位相不変量を構成したことにより，トポロジーの意味で情
報を失わずに，ある種の微分方程式の解を遷移グラフ上のウォークに変換できることを示した．これにより，対
称性の高い流れなどのトポロジーを表現し解析することができるようになった．
Morseグラフ・Morse-Smale流の付随するCW複体構造・曲面上のジェネリックなHamilton流のReeb graphの一般化
となるような新しい高次元の流れの位相不変量の構成したことは，これまで別々に扱われていた研究を統合的に
扱う枠組みを提供している．よって，異なる分野の手法の融合による新しい解析が期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
１．研究開始当初の背景 
力学系は流れの定性的な性質を解析するための基礎として重要である．実際，解析学や流体力

学などの分野において，力学系の理論は幅広く使われている．さらに，流れの高次元への拡張で
ある葉層構造も，空間自身の性質や流れの性質を調べる上で重要な道具である． 
(背景 1) さまざまなクラスの曲面流の完全不変量が構成されている 
空間を分類するために位相不変量が構成されるように，曲面流に対しても，拡大する流れや縮小
する流れの一般化である双曲的な曲面流や周期的な流れの一般化である再帰的な曲面流の分類
のためにさまざまな位相不変量が構成されてきた.一方，双曲的な流れの典型例である Morse-
Smale 流と再帰的な流れの典型例である Hamilton 流を含むような統一的な有限完全不変量は構
成されていない.そこで，このような統一的な有限完全不変量の構成が期待されている. 
(背景 2) 高次元多様体上の流れの位相不変量が構成されている 
 Reeb グラフという Hamilton 曲面流の位相不変量や，Morse グラフという高次元多様体上の 
流れの位相不変量が知られている.一方，Morse グラフは双曲的な流れに対する分類能力は高い
が，再帰的な流れを分類できないという欠点がある.そこで，微分方程式の解や流体現象などの
一般の流れを扱えるような有限位相不変量の構成が期待されている. 
(背景 3) 流れの分岐についての局所的な記述が構成されている 
 これまでにさまざまな分岐について研究されてきた.一方，分岐理論は局所的な記述を列挙し
ているが，流れの遷移を記述するのに適した流れを表す位相不変量は構成されていなかったた
め，一般にどのような遷移があるのかというリストは構成されなかった.そこで，研究代表者ら
は流れの遷移を記述するのに適した流れを表す位相不変量を構成し，穴あき球面上の Hamilton
流の遷移グラフを構成した.一方，さまざまな微分方程式や流体現象を記述するために，勾配流
や一般の曲面流の遷移グラフの構成が求められている. 
(背景 4) 軌道や葉の性質の記述によって力学系や葉層
構造を解析する研究が行われている軌道類空間という
軌道の閉包が一致するような点を潰して得られる空間
を用いて，さまざまな分離公理を用いて軌道の性質を記
述できることが示されてトーラスいる.葉層構造理論に
おいても，類似の結果が示されている． 
  本研究は，以下のような学術的な問いに基づいてい
る: 流れや葉層構造を理解するとはどういうことか? 
例えば，不変集合という流れに対して不変な領域に制限
して流れを扱うことで解析の精度を向上させ，(背景 1)
と(背景 2)で述べた方向の研究として，上の問いは以下
の具体的な問題に帰着される: 
(問題 1)多様体上の流れの不変集合に対応する位相不変
量はどのようなものがあるか? 
微分方程式の解や流体現象に対して，(背景 3)の方向の研究として，上の問いは以下の具体 
的な問題に帰着される:  
(問題 2)微分方程式や流体現象の時間発展をどのように記述すれば良いか? 
(背景 4)で述べたように，構成要素である軌道や葉の性質を記述することにより，力学系や葉層
構造を理解することができる.そこで，この方向の研究として，以下の問題がある: 
(問題 3)軌道や葉の性質をどのように記述すれば良いか? 
 
２．研究の目的 
 葉層構造理論と力学系理論を相補的に研究することにより，多様体上の流れや余次元の高い
葉層構造を解析することである.特に，3 次元の流体現象を位相幾何学的に解析するための理論
的な基盤を作る.特に(背景 1)と(背景 2)と(問題 1)に対応する本研究の目的は以下である: 

(目的 1) 多様体上の微分方程式の解や流体現象などの流れの不変集合を記述できる計算機上
での実装に適した有限位相不変量を構成する 

(背景 3)と(問題 2)に対応する本研究の目的は以下である: 
(目的 2) 曲面上の勾配流や一般の曲面流の遷移グラフを構成する 

(背景 4)と(問題 3)に対応する本研究の目的は以下である: 
(目的 3) 軌道類空間や葉類空間上で，分離公理と順序を用いて，軌道や葉の性質を特徴付ける 

 
３．研究の方法 
研究目的(目的 1), (目的 2), (目的 3)を達成するために，6 つの研究項目(i)-(vi)を設定する． 
(目的 1)について 
(i)既存の穴あき球面上の Hamilton 流の位相不変量を，境界の貼り合わせ構造を順序構造として
付与することにより，コンパクト曲面上の Hamilton 流に対する位相不変量に拡張する. 
(ii)軌道の過去と未来の極限の構造に適した半順序構造を構成し，Hamilton 曲面流の不変量と両
立するような表現としてコンパクト曲面上の Morse-Smale 流の位相不変量を構成する. 

図 1 軌道類空間の例 



(iii)葉層構造の手法を用いて軌道のトポロジーを解析し，半順序構造や一般位相空間論の概念を
用いて，再帰的な不変集合に対応する順序構造付き商空間の位相不変量を構成する. 
(目的 2)について 
(iv)コンパクト曲面上の Hamilton 流に対する遷移グラフを構成する.さらに，Morse-Smale 流の遷
移を記述するには，Morse-Smale 流でない不安定な流れを経由する必要があり，Morse-Smale 流
に似た流れを特徴付けることにより，Morse-Smale 流の遷移グラフを構成する. 
(v)不安定な流れを階層化することにより，余次元の高い Hamilton 流の遷移の分類を行う. 
(目的 3)について 
(vi)閉多様体上のコンパクト葉のみからなる余次元 2 葉層構造の葉空間は曲面になることが知ら
れており，分離公理や順序構造を用いて，余次元が 2 に近いという性質を特徴付けることによ
り，横断的な等質性がある余次元 2 に近い性質を持った葉層構造が曲面になることを示す. 
 
４．研究成果 
 研究実施計画に基づき，各研究目的に沿って研究を進め，以下の研究成果を得た． 
(目的 1) 多様体上の微分方程式の解や流体現象などの流れの不変集合を記述できる計算機上で
の実装に適した有限位相不変量を構成する 
 既存の有限位相不変量は全ての構造に記号を割り振っていなかっ
たため，アルゴリズムを用いて構造安定な Hamilton 流のトポロジー
を生成することはできなかった．そのため，全ての構造に記号を割
り振り，有限位相不変量を計算機上での実装に適した表現に変える
ことにより，特異点の数が少ない場合にたいして，コンパクト曲面
上の Hamilton の遷移グラフを出力するアルゴリズムを構成した(図
2)．本成果は Discrete Mathematics, Algorithms and Applications (2021)
に掲載された．研究項目(ii)については，軌道の過去と未来の極限の
構造に適した半順序構造を見出すためには曲面上の流れの過去と未
来の極限の構造がどの様なものであるかを特徴づける必要があっ
た．そのため，コンパクト曲面に埋め込めるような曲面上の有限個
の特異点を持たない流れに対する Poincaré-Bendixson 定理を部分的
に拡張することにより，過去と未来の極限の構造に依存性があるこ
とを示し，本成果は Journal of Differential Equations(2023)に掲載され
た．この過去と未来の極限の構造の依存性は，過去と未来の極限の構
造が対称になる場合を特徴付ける結果を導く中で示唆されたことであった．この対称性の結果
は，Proceedings of the American Mathematical Society (2023)に掲載された．さらに，有限的な流れ
が勾配的な部分と Hamiltonian 的な部分に分割されることを見出し，Hamilton 曲面流の不変量と
コンパクト曲面上の Morse-Smale 流を含むような完全位相不変量を構成した．本成果は Discrete 
Mathematics, Algorithms and Applications (2023)に掲載された．研究項目(iii)については，コンパク
ト距離空間上の流れの Morse グラフ，Morse-Smale 流の付随する CW 複体構造，曲面上のジェネ
リックな Hamilton 流の Reeb graph を分離公理や順序構造を用いて捉え直すことにより，これら
の概念を統合し，より一般の新しい高次元の流れの位相不変量を構成した．特に，軌道類空間の
商空間としてこの位相不変量は構成されている．その中で，軌道の位相的な分類が移送不変量の
構成の鍵となっている．本成果は Discrete and Continuous Dynamical Systems(2022)に掲載された．
研究項目(i)については，コンパクト曲面上の Hamilton 流に対して，適切な周期軌道を曲面上か
ら抜くことにより，得られた曲面が球面に含まれるものと同相になることを用いて，コンパクト
曲面上の Hamilton 流に対する位相不変量に拡張する結果を得て，現在プレプリントが発表され
ている． 
 
(目的 2) 曲面上の勾配流や一般の曲面流の遷移グラフを構成する  
研究項目(iv)については，Smale によって Morse 流が良い性質を持った勾配流であるという事

実をもとに研究を進めた．第一に，勾配流の時間発展を記述できるような枠組みを創出するため
に，コンパクト曲面上の Morse 流を位相的に特徴づけた．さらに，コンパクト曲面上の Morse-
Smale 流の limit cycle を切って，その境界を潰すことにより得られた流れが勾配流であるという
考察のもとに，コンパクト曲面上の Morse-Smale 流を“勾配流で limit cycle を持つもの”とみなす
ことにより，Morse-Smale 流の位相的に特徴づけを行なった．これにより，勾配流の時間発展を
記述できるような枠組みの類似として，Morse-Smale 流の遷移を記述する基盤を構築した． 
．Vladislav Kibkalo 氏(Moscow 大学)と共同研究として行なった本成果は Discrete and Continuous 
Dynamical Systems(2022)に掲載された．一方，Morse-Smale 流の遷移グラフを構成についてはそ
の存在が理論的には言えたが，実際の構成は今後取り組むべき課題である． 
 
(目的 3) 軌道類空間や葉類空間上で，分離公理と順序を用いて，軌道や葉の性質を特徴付ける 
軌道を一点に潰してえられる軌道空間でなく，軌道の閉包が一致する点を潰してえられる軌

道類空間を解析する利点は，位相や順序を用いても区別できないものを潰すことにより空間の
形が単純になるためであり，この様な縮約は一般位相空間論で古くから用いられてきた手法で
ある．一方，これらの手法は位相力学系などの抽象的に空間上の力学系では用いられてきたが，

図 2 遷移グラフの例 



曲面上の力学系などの具体的な多様体上の力学系の研究にはほとんど用いられてこなかった．
そのため，軌道類空間という概念や Cantor 多様体などの概念を用いることにより，曲面上の再
帰性に関する概念(e.g. 非遊走性，recurrent, Poisson stable, equicontinuous)を，コンパクト曲面上の
流れの軌道類空間上で分離公理として特徴付けた．特に，recurrent という性質は T1/2分離公理と
等しいこと，Poisson stable という性質は T1分離公理と等しいこと，equicontinuous であるという
性質は T2 分離公理と等しいことを示した．とくに，equicontinuous な流れは等長的な流れと
topological equivalentであることも示された．本成果は Israel Journal of Mathematicsに掲載予定で，
オンラインで公開されている． 
一方，研究項目(v) については，不安定な流れを階層化することにより，コンパクト曲面上の
Hamilton 流全体のなす空間において，生成消滅のないという仮定のもとで，各連結成分が高々有
限の topological equivalence class を持つことが示させる．一方，これらの連結成分には，位相か
ら定まる自然な順序構造があり，これを用いて，空間に階層構造を入れることができる．一方，
この階層構造は，流れの摂動を考察して得られたものである．さらに，この階層構造を用いて，
余次元の高い Hamilton 流の遷移の分類を得た．さらに，生成消滅のないという仮定のもとで，
Hamilton 流のなす空間の連結成分で可縮ないものが存在することを，一般位相空間論や組合せ
理論の手法を用いることで示し，現在プレプリントが発表されている．研究項目(vi)については，
“コンパクトに近いという性質”の同値な条件を特徴づけ，分離公理や順序構造を用いて，余次元
が 2 に近いという性質を特徴付けることにより，結果を得て，現在プレプリントが発表されてい
る． 
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