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研究成果の概要（和文）：　リーマン多様体の局所等長埋め込み問題を中心に研究をすすめた。特に空間が左不
変計量をもった３次元リー群の場合について、４次元定曲率空間に局所等長に埋め込み可能なものをすべて分類
した。更に、３次元多様体が５次元ユークリッド空間に局所等長に埋め込めるための条件、４次元多様体が６次
元ユークリッド空間に埋め込めるための条件について、表現論的立場からの研究をすすめた。これに関連する課
題として、plethysmの分解公式の研究、各種の幾何構造の定める不変量の研究も行った。

研究成果の概要（英文）： We study the problem of local isometric imbeddings of Riemannian manifolds.
 Especially, we completely classify left invariant Riemannian metrics on 3-dimensional Lie groups 
that can be locally isometrically imbedded into 4-dimensional spaces of constant curvature. In 
addition, we study the case of 3-dimensional Riemannian manifolds in 5-dimensional Euclidean space 
and 4-dimensional subspace in 6-dimensional Euclidean space, from the standpoint of representation 
theory. Concerning these problems, we also study the decomposition formula of plethysm, and 
invariants of several geometric structures.

研究分野： 微分幾何学

キーワード： 局所等長埋め込み　リーマン多様体　ガウス方程式　可積分条件　不変式　plethysm

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　ユークリッド空間の超曲面として局所等長に埋め込めるリーマン多様体の特徴付けの問題は３次元の場合が最
も難しかったわけだが、その問題が解決できたおかげで、埋め込み先の空間がユークリッド空間以外の場合にも
理論を構築することができた。またローレンツ多様体で同様の問題を考える研究者も現れる等、長年に渡って手
付かずの状態が続いていたこの分野への関心が高まりつつある。幾何学・偏微分方程式の問題を代数的・表現論
的に考察する手法を確立した意義も大きい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１． 研究開始当初の背景 
 
 本研究は、2020 年度に終了した研究代表者による研究「等質リーマン多様体の局所等長埋め
込みと可積分条件」(2016 年～2020 年、課題番号：16K05132)を実質的に継続するものとして
行われたため、研究開始時の背景については前研究の研究成果報告書で述べた内容と重複する
ところが多くあることをあらかじめお断りしておく。 
任意のリーマン多様体は十分高い次元のユークリッド空間に等長に埋め込み可能である。(局

所的には Janet-Cartan(1926,1927)、大域的には Nash(1956)、Gromov(1986)、Gunther (1991)
等による結果。）またどの程度の次元があれば埋め込み可能であるか、その次元の上からの評価
に関しても埋め込み写像の微分可能性(実解析的・無限回微分可能・１回連続微分可能など)に応
じた結果がそれぞれ得られている。このような一般論が確立している一方で、対称空間や等質空
間・左不変計量をもったリー群など微分幾何学においてなじみの深い空間に対する埋め込み可
能な次元の評価に関しては、局所的な場合についても、大域的な場合についても未だ部分的な結
果しか得られていなかった。 
研究代表者は長年にわたって兼田英二氏（大阪大学名誉教授）と対称空間の局所等長埋め込み

に関して研究を積み重ね、多くの空間について局所的に等長埋め込み可能な最小次元のユーク
リッド空間を確定し、またその最小次元において局所的な剛性（事実上の一意性）の成り立つこ
とを一連の論文において示した。しかしそこで用いられた手法は、多様体の次元を n としたと
き、埋め込みの余次元が n－2 次元以下の場合にしか通用しないものであり、一般の n 次元リ
ーマン多様体を局所的に埋め込むためには n(n+1)/2 次元のユークリッド空間が必要とされる
事実と合わせて考えると、余次元が n－2 よりも高い場合にも適用可能な「新たな判定方法」を
編み出す必要があった。 
また一方で、等質リーマン多様体でユークリッド空間への(局所)等長埋め込みが構成されてい

る具体的な例としては、小林による対称Ｒ空間の標準埋め込み（これらはコンパクト型対称空間
の一部を成す）、また非コンパクト型のものについては双曲空間しか知られていなかった。また、
埋め込み先がユークリッド空間以外の定曲率空間の場合については、高橋恒郎氏、高木亮一氏等
による大域的な場合の分類結果が知られているが、局所的な場合については部分的な結果しか
得られていなかった。 
以上のように、局所等長埋め込み問題に関しては解決すべき課題が多く残されている一方で、

従来の方法でこれらを解決するには限界があることも広く認識されていた。このような状況の
下、本研究に先行する橋永貴弘氏との共同研究において、３次元リーマン多様体を４次元ユーク
リッド空間に局所等長的に埋め込むケースについて、表現論的な手法等を用いることにより十
分に満足できる成果に至ることができた。またその具体的な応用についても多くの成果を得る
ことができた。これにより、ユークリッド空間への局所等長埋め込み問題は、余次元が１の場合
は理論が完成したといってよい。しかし埋め込み先を他の空間に置き換えた場合や、余次元が１
より大きな場合についてはまだ多くの課題が残されている。本研究は、橋永貴弘氏との共同研究
による成果を更に展開し、表現論的方面を駆使しつつ、これらの問題へのアプローチを試みるも
のである。 
 
２．研究の目的 
 
本研究は、リーマン多様体の局所等長埋め込み問題に現れる様々な可積分条件を解析し、それ

によって与えられたリーマン多様体が局所等長埋め込み可能となる最小次元のユークリッド空
間を確定することを一つの大きな目標とする。そのために、等長埋め込み条件を表す１階偏微分
方程式系の高次の可積分条件から導かれる様々な条件式（曲率及びその共変微分の満たす関係
式、これは局所等長埋め込みの obstruction と言ってもよい）を表現論的立場から解析し、その
具体的な形を古典的不変式論における「記号的方法」を用いて簡潔な形に表示する。更にその応
用として局所等質なリーマン多様体を含む様々な空間に対して、この条件式を満たすか否かを
計算により判定する。ただ、この条件式は一般には膨大な長さの式になるために、その計算には
様々な工夫をこらす必要があり、そのための新たな手法を考案することも重要な研究課題の一
つである。 
同じように長い式が必然的に現れる状況は、幾何学における他の様々な問題（例えば、幾何構

造に依存しない内在的微分の存在問題、第二基本形式が定める部分多様体の概念を求める問題、
リッチ曲率となりうる 2 次対称テンソルの特徴付け問題、リー代数の成す既約代数多様体の定
義方程式及び不変量を求める問題、曲率の満たすべき微分方程式を求める問題、多重テンソル空
間上の多項式環の生成元の表示問題、平面多角形の形を特徴付ける不変量を求める問題等々）に
おいても同様に現れ、単に局所等長埋め込み問題に限らず、広い視野の下でこの課題に取り組む
必要があることが示唆される。この問題の根底には、表現論における未解決問題である
「plethysm の分解公式」を求める問題が横たわっており、この問題の解決に向けた糸口をつか



むことも本研究の視野に含まれている。 
 
３．研究の方法 
 
 本研究自体は微分幾何学に属するものであるが、これを遂行するためには一つの分野にとど
まらず 、下記の４つの方面からの知識が必要となる。研究分担者の方々からは、コロナ禍の悪
条件の下ではあったが、必要に応じてそれぞれの専門分野からのアドバイスを頂くことができ、
本研究をすすめるうえで大きな援助となった。 
 
(1) 部分多様体論的側面 
研究の出発点は、誰もが知っているガウス方程式・コダッチ方程式・リッチ方程式であるが、

その上に積み上げられた部分多様体論の成果には膨大なものがあり、その中から本研究に有用
な事実を探し求めなければならない。話を等質空間の部分多様体論に限定したとしても一研究
者がその全貌を把握するには無理がある。幸いなことに、田丸氏・橋永氏といったリー群上の左
不変計量のモジュライ空間に関する造詣が深い方々に協力して頂くことができ、等質空間にお
ける部分多様体論・左不変計量の分類結果に関して様々な情報をご教示頂いた。そこで得られた
知識のおかげで、３次元リー群上のすべての左不変計量について具体的な計算を実行すること
ができた。また本研究で得られた成果の部分多様体論における歴史的な位置づけについても、適
切に判断することができた。 
 
(2) 表現論的側面 
 定曲率空間への（局所）等長埋め込みの構成法の一つに、表現論を用いた同変埋め込みを利用
する方法がある。これを実行するためにはリー群・リー代数の表現に関する具体的な知識が不可
欠である。この方面からも研究分担者から有用なアドバイスを頂けた。 
 
(3) 微分方程式的側面 
 等長埋め込みを表す微分方程式から出発して、その方程式の延長(prolongation)を求め、その
テンソル式からある種の代数的な obstruction を直接・間接的な方法で見出すことにより、問題
解決に迫る、というのが本研究の柱となる枠組みであるが、その出発点となる幾何学的微分方程
式系の理論に関してはこの方面の専門家である澁谷氏にご協力頂くことができた。更に研究分
担者ではないが、兼田英二氏には延長だけでなく、obstruction より生じる簡約化(reduction)
の必要性についても具体的な例を交えてご教示頂くことができ、研究の方向性を見定めるに際
して非常に役に立った。 
 
(4) 組合せ論的側面 
 plethysm の研究には Schur 関数・Young 図形・対称群の既約指標等の組合せ論的表現論に関す
る幅広い知識が必要となる。これに関して、奥田氏からは微分幾何学の方面のみならず、表現論・
組合せ論の方面からも様々な知識を提供して頂くことができた。 
 
 これら多様な方面からのアドイス・知識の提供を基礎に据えた上で、研究代表者である阿賀岡
が主体となって本研究を遂行した。 
 
４．研究成果 
 
 研究期間中にすべての課題を解決するには至らなかったが、下記のような成果をあげること
ができた。 
 
(1) 研究分担者の一人である橋永貴弘氏との共同研究により、３次元リーマン多様体が４次元
ユークリッド空間へ局所等長に埋め込めるための必要十分条件が generic な場合に既に得られ
ている。その手法を拡張することにより、同じく３次元リーマン多様体が４次元定曲率空間へ局
所等長埋め込み可能となるための必要十分条件を内在的不変量を用いて表示することができた。 
その応用として、左不変計量をもった３次元リー群から４次元定曲率空間への局所等長埋め

込みについて、埋め込み可能な左不変計量をすべて決定した。リー群がコンパクト単純の場合、
定曲率の球面から定曲率空間への局所等長埋め込みの存在はよく知られているが、それ以外に
も３次元球面上には等径超曲面として埋め込み可能な左不変計量の存在することが再確認でき
た。この等径超曲面は SO(3) の５次実既約表現を使って構成され、E.Cartan が 1930 年代に発
見していたものである。それをリー群の左不変計量の立場から再構築したものとなっており、埋
め込み可能な計量を連続的に変形させると、それに連動して大域的な埋め込みも連続的に変形
してゆく様子が明確に捉えられた。特に曲率が退化する瞬間に、これは極小部分多様体を与えて
いることが分かった。 
ただし、曲率が退化している場合、つまり generic でない場合には上記の必要十分条件を使っ

て存在・非存在性を判定することができないので、別の方法で分類を完成させる必要がある。今



の場合、計量が左不変であることにより、特異性を示す条件式が恒等的に０になる性質を利用し、
これを微分して得られる式とコダッチ方程式を連立させて解くという新たな方法を用いること
により分類を完成させることができた。これによりリー群上の左不変計量に関しては全面的に
問題が解決したことになるが、今後更に話を拡張して、一般の３次元等質空間の場合について局
所等長埋め込み可能な空間を全て求める予定でいる。これにより、1970 年代に高橋恒郎氏、高
木亮一氏らによって完成されていた大域的な場合の分類問題の局所版が完成することになる。
この項は研究分担者の橋永氏との共同研究である。 
 
(2) ４次元リーマン多様体を６次元ユークリッド空間に局所等長に埋め込む問題に関して、私
の過去の研究(学位論文、1985 年)により曲率からなるある種の不変式が消滅しなくてはいけな
いことが分かっていたが、その後この問題に関しては何も進展がなかった。この問題に関して、
ノルウェー理工科大学のリベルツ氏が独自の考察を行い、ガウス方程式の逆公式に相当するも
のを求めるある種のアルゴリズムを見出したが、その手法を表現論的に再解釈することにより、
問題の状況を代数的に整備することに成功した。 
４次元リーマン多様体を５次元ユークリッド空間に局所等長に埋め込む場合のガウス方程式

には一般に解の一意性が成り立つが、その逆公式に関する理論を再検討することにより、リベル
ツ氏との結果と合わせて余次元が２の場合の問題解決への道筋を与えることができた。特に曲
率がある特別な形をしている４次元リーマン多様体に対してこの結果を適用することが可能で、
具体的な成果を上げるべく、この課題に関しても引き続き研究をすすめる予定でいる。この項は
リベルツ氏と研究分担者である橋永氏との共同研究である。 
 
(3) ３次元リーマン多様体を余次元が２である５次元ユークリッド空間へ局所等長に埋め込め
るための条件については、兼田英二氏の深い先行研究がある。その兼田氏の研究手法を更に展開
することにより、このケースの obstruction は少なくとも曲率の３階微分まで考察しなくては
求められないことが判明した。３次元リーマン多様体を４次元ユークリッド空間へ埋め込む問
題の場合は曲率の１階共変微分を調べることにより必要十分条件が記述できたことに比べると、
余次元が２の場合の問題の難しさが浮き彫りになったといえよう。しかし逆に、曲率の３階共変
微分を解析すると実際に埋め込みの obstruction が捕まえられる可能性も高く、これについて
も引き続き研究を進める予定でいる。実解析的３次元リーマン多様体は局所的には６次元ユー
クリッド空間に等長に埋め込み可能なので、この研究が完成すれば、余次元が１の場合の結果も
含めて、３次元リーマン多様体の局所等長埋め込み理論が完成することになる。 
 
(4) 等長埋め込み問題に直結する課題には見えないかもしれないが、表現論において plethysm 
と呼ばれているある種の合成積の分解公式を知ることは、本研究を側面から支える重要な研究
課題である。 
この特別な場合である、対称ｍ次形式上の３次多項式空間の既約分解に関して、その分解状況

を示す母関数を具体的に求めることに成功した。このケースに関しては I.G.Macdonald の有名
な本 Symmetric Functions and Hall Polynomials に紹介されているように、ある閉じた形の
公式が既に知られているが、残念ながらそれは公式として更に一般化するには適さない形のも
のである。その点、今回得られた公式は更なる展望が開ける可能性を秘めた形をしていて、今後
の研究に期待がもてる。 
 また、空間の次元が２次元の場合の{m}x{n}について（この場合は、Cayley-Sylvester の公式
により問題は解決済）、この結果を m、nに関する無限和をとった母関数の形に表示し直したとこ
ろ、その母関数が綺麗に整った形に因数分解されることを発見した。同様の公式は空間が３次元
以上の場合にも存在していると予想され、その母関数の分解公式を見出すことが次の重要な課
題となる。この課題に関してはまだまだ解決には時間を要することであろうが、今回の研究によ
り重要な一歩を踏み出すことが出来た。 
 plethysm の話は私の学位論文(1985)に端を発する、私にとっては長期戦を強いられた課題で
ある。この成果が等長埋め込み問題にたちどころに応用できるという保証はないが、長期的な視
野でもって、研究期間終了後もこの課題に取り組み続けてゆきたい。 
 
(5) 幾何構造の不変量を調べることは、等長埋め込み問題だけでなく、幾何学全般にわたる重要
な研究課題である。その最も簡単なモデルケースとして、射影平面の generic な４点配置が生み
出す幾何的状況に関する研究を行った。これは不変量が発生する以前のいわゆる平坦なモデル
空間の研究に相当するもので、４点配置の生み出す交点・交線の配置に関して、その幾何構造を
記述する不変式・恒等式の存在を確認した。 
 またこれはアウトリーチ活動のスピンオフとして得られた結果であるが、数学セミナーのエ
レガントな解答をもとむのコーナー(2022 年 9 月号)に出題した問題について考察を重ねるうち
に、四角形(あるいは一般の多角形)の心及びそれのもつ不変量を座標表示するための方法に思
い至ることができた。これについてはまだ萌芽段階の状況ではあるが、いずれ時間をかけて更に
考察を深め、一つの理論に仕上げる予定でいる。 
 



 
この研究期間中に、３次元リーマン多様体が４次元ユークリッド空間に局所等長に埋め込め

るための必要十分条件を示した論文 
Y.Agaoka, T.Hashinaga, Intrinsic characterization of 3-dimensional Riemannian sub-

manifolds of R^4 (2022) pp.1--59 
を完成することができた。この論文は現在投稿中であり、arXiv:2206.03634 として一般に公開
されている。また、３次元等質空間の４次元定曲率空間への局所等長埋め込み問題については、
橋永氏との共著論文 
Y.Agaoka, T.Hashinaga,  Local isometric embeddings of three-dimensional homogeneous 

paces into four-dimensional space forms 
を現在執筆中であり、これは近日中に完成予定である。 
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