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研究成果の概要（和文）：量子不変量とは，リー環とその表現に付随した，３次元多様体や結び目・絡み目の不
変量である．本研究では，基本的な量子不変量である色付きジョーンズ多項式とWitten-Reshetikhin-Turaev不
変量に着目し，反復トーラス結び目とトーラス結び目のデーン手術で得られる閉3次元多様体に対してこれらの
不変量を計算し，その漸近挙動を考察した．
どちらの場合にも，結び目補空間の基本群のSL(2;C)表現に対応した，Chern-Simons不変量とReidemeister 
torsionが現れることが示された．
この結果は，体積予想とその一般化，されには３次元多様体版体積予想を裏付けるものである．

研究成果の概要（英文）：The quantum invariants are invariants for knots/links and for 
three-dimensional manifolds, associated with a Lie algebra and its representation. In this research,
 we consider the colored Jones polynomial and the Witten-Reshetikhin-Turaev invariant, which are 
basic quantum invariants, calculated those invariants for iterated torus knots and for closed 
three-manifolds obtained by Dehn surgery along torus knots, and studied their asymptotic behaviors .
In both cases, there it was shown that there appear the Chern-Simons invariant and the Reidemeister 
torsion associated with a representation of the fundamental group to SL(2;C).
These results support the volume conjecture and its generalizations, and the three-manifold version 
of the volume conjecture.

研究分野： 量子位相幾何学

キーワード： 体積予想　量子不変量　Chern-Simons 不変量　Reidemeister torsion　結び目　３次元多様体　色付き
ジョーンズ多項式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
結び目の体積予想やその3次元多様体版は，量子不変量と幾何的不変量を結びつけようとするものである．近年
の研究により，これらの予想は低次元トポロジーを含む幾何学のみならず，代数学や解析学とも深いかかわりを
持っていることが次第に明らかになってきた．さらに理論物理学にも大きな影響を与えている．このことから，
この予想の解決に向けて具体的な傍証を与えることは大きな意義があると考える．
本研究では，トーラス結び目のデーン手術で得られた３次元多様体と，反復トーラス結び目という限定された対
象ではあるが，双曲多様体では現れない興味深い現象が得られたことは大いに意義がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 結び目とは，3 次元ユークリッド空間に埋め込まれた円周のことであり，複数の結び目が絡ん

だものを絡み目と呼ぶ．また，３次元多様体とは局所的に３次元ユークリッド空間と同一視でき

る空間のことである． 

リー環とその表現（抽象的なリー環を，よく知られている正方行列に写したもの）に対応して，

結び目や絡み目の量子不変量を定義することができる．それは q をパラメータとするローラン

多項式（負冪も許した多項式）に値を持つ．最も基本的なものはリー環 sl(2;C)（複素係数２次正

方行列で対角成分の和が 0 となるもの全体）に対応したもので色付き Jones 多項式 JN(K;q)と呼

ばれ，表現の次元 N によって定まる（K は結び目や絡み目）．q に 1 の N 乗根を代入したもの

JN(K;exp(2πi))は N についての複素数列とみなせる．JN(K;exp(2πi))の N→∞のときの漸近挙動

を調べることで，結び目補空間の体積が得られるのではないかという体積予想が， 2001 年に村

上順と研究代表者によって提出された．これは 1997 年に R. Kashaev によって提唱された予想を

一般化したものである． 

また，3次元多様体の量子不変量（Witten-Reshetikhin-Turaev 不変量）は，まず 3 次元多様体を，

絡み目の Dehn 手術（絡み目の環状近傍（中身の詰まったドーナツと同相）を引き抜いて，別の

方法で埋め戻すことによって３次元多様体を得る方法）で表し，そこに現れた絡み目の量子不変

量を表現ごとに足し合わせることで定義される．これは複素数に値を持つ不変量である．2015 年

に Q. Chen と T. Tian は，Witten-Reshetikhin-Turaev 不変量のある種の漸近挙動が，その多様体

の体積を決定するのではないかという，体積予想の 3 次元多様体版ともいえる予想を提出した． 

どちらの予想もこれまでいくつかの例に対して証明されているだけで，完全な証明からはほ

ど遠いのが現状であった．一方，理論物理学者はどちらの予想に対しても肯定的な立場であるた

め，数学者の間でも予想は正しいものと認識されているのであるが，厳密な証明は大変難しいよ

うである． 

以上が研究開始当初の背景である． 

 

２．研究の目的 

究極的には結び目と 3 次元多様体に関する体積予想を解決することを目標としているが，上

記のような現状に鑑み，具体的な結び目，絡み目，3 次元多様体に対して体積予想およびその一

般化を証明するのが本研究の目的である． 

特に，本研究ではトーラス結び目を反復することで得られる結び目（反復トーラス結び目）

や，トーラス結び目の Dehn 手術で得られる閉 3 次元多様体の体積予想について考察する．図

１左は(2,2a+1)型トーラス結び目を表し，図１右は，(2,2a+1)型トーラス結び目の環状近傍（ト

ーラスと同相）に(2,2b+1)型トーラス結び目を乗せて得られる反復トーラス結び目を描いてい



る．なお本研究では(2,2a+1)型だけではなく，(p,q)型トーラス結び目（図１では縦方向に２回，

横方向に 2a+1 回，回っているが，これを縦に p 回，横に q 回にしたもの）の Dehn 手術で得ら

れる 3 次元多様体も考察する． 

まず，これらの結び目の色付き Jones 多項式や Witten-Reshetikhin-Turaev 不変量の漸近挙動を

調べたうえで，そこに現れるであろう量の位相的な意味を調べる．結び目・絡み目の補空間

（３次元ユークリッド空間からこれらの図形を除いた空間）や３次元多様体の基本群から，リ

ー群 SL(2;C)（複素係数２次正方行列で行列式が１のもの全体）への表現と，それに付随する

Chern-Simons 不変量や twisted Reidemeister torsion と関係することが期待される． 

以上が本研究の目的である． 

 

３．研究の方法 

反復トーラス結び目の色付き Jones 多項式の明示的な公式は知られている．それを利用するこ

とで q が 1 の N 乗根の場合の色付き Jones 多項式が二重総和の形で与えられる．Poisson の和公

式を利用してこれを積分に置き換えた上で鞍点法を利用することで漸近挙動が得られる．一方

Chern-Simons 不変量と Reidemeister torsion の公式はすでに論文「H. Murakami, The colored Jones 

polynomial, the Chern-Simons invariant, and the Reidemeister torsion of a twice-iterated torus knot, Acta 

Math. Vietnam. 39 (4) (2014) 649-710. MR 3292589」と「H. Murakami, The twisted Reidemeister torsion 

of an iterated torus knot, Topol. Appl. 257 (2019) 22-66. MR 3916903」で得られているのでそれらを

利用して Kashaev 不変量の漸近挙動と Chern-Simons 不変量や Reidemeister torsion との関係が得

られることが期待される．ここで，Chern-Simons 不変量とは，３次元多様体の基本群から，リー

群 SL(2;C)への表現に対応して微分幾何的に得られる不変量であり，Reidemeister torsion とは，

同じく基本群からリー群 SL(2;C)への表現でひねることで得られるチェイン複体の torsion のこ

とである．どちらの不変量も基本群から SL(2;C)への表現によって定まることから，上述の漸近

挙動は表現に関する和の形で現れることが期待される． 

一方，トーラス結び目の Dehn 手術で得られる 3 次元多様体の Witten-Reshetikhin-Turaev 不変

量については，各表現に対応する色付き Jones 多項式の公式はわかっているのでそれらの和の形

で Witten-Reshetikhin-Turaev 不変量が得られる．これも二重総和で与えられるので，Poisson の和

図 1 



公式で積分に直して鞍点法を用いることで漸近挙動が得られる．Chern-Simons 不変量と

Reidemeister torsion については知られていないので個別に対応する必要があろう． 

以上が本研究の方法である． 

 

４．研究成果 

米国テキサス大学ダラス校の A. Tran 氏との共著論文「Quantum invariants of three-manifolds 

obtained by surgeries along torus knots, Quantum Topol. 13 (2022), no. 4, 691-795」においては，トー

ラス結び目の整数係数手術で得られる閉 3 次元多様体の，代表的な量子不変量である Witten-

Reshetikhin-Turaev 不変量の漸近挙動を研究した．その結果，基本群の SL(2;C)への様々な表現（可

換表現，既約表現）に対応した Chern-Simons 不変量と Reidemeister torsion が現れることがわか

った．これは J. Andersen による漸近展開予想を，これまでに知られていなかった場合に解決し

たものと考えられる．また，Q. Chen と T. Yang による体積予想の３次元多様体版との関係から

見ても新たな知見を与えるものである． 

同じく Tran 氏との共著論文「Kashaev invariants of twice-iterated torus knots,  Topology Appl. 290 

(2021), Paper No. 107602, 20 pp. MR4199848」では，ある種の反復トーラス結び目の Kashaev 不変

量（JN(K;exp(2πi))のこと）の漸近挙動を調べ，体積予想の一般化を証明した．実際，反復トー

ラス結び目の Kashaev 不変量の漸近挙動には，基本群の様々な SL(2;C)表現に対応する Chern-

Simons 不変量と Reidemeister torsion が現れることが示された．もともとの体積予想の観点から

見ると，反復トーラス結び目の体積は 0 なので，Kashaev 不変量が高々多項式発散をすることは

予想されていたのであるが，研究代表者らが提唱した体積予想の一般化に鑑みると Chern-Simons

不変量（体積の複素化）や Reidemeister torsion が現れたことは大いに意味がある． 

 以上が本研究の成果である． 
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