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研究成果の概要（和文）：一般の優 Sobolev 臨界非線形項を持つ楕円型方程式における特異解について考察を
行い，特異解の存在，特異解の原点近傍における漸近挙動および特異解の一意性を明らかにすることができた。
これらの結果は，べき乗型や指数型を含む広範な非線形方程式に適用可能である。
空間高次元における放物-楕円型走化性方程式系の初期値問題の正値解の挙動について考察を行った。方程式系
の定常解を用いることにより、解が時間大域的に存在するための条件および有限時刻爆発するための条件を導い
た。

研究成果の概要（英文）：We consider positive radial singuar solutions of semilinear elliptic 
equations with  general supercitical growthes. We establish the existence and exact asymptotic 
expansions of the singular solutions as well as its uniqueness in the space of radial functions. We 
can apply these results to a wide class of nonlinearities in a unified way.　
We study the simplest parabolic-elliptic model of chemotaxis in the spaces with higher diminsions. 
We show the optimal conditions on the initial data for the finite time blow-up and the global 
existence of solutions in terms of stationary solutons. 

研究分野： 数物系科学

キーワード： 非線形解析　非線型楕円型偏微分方程式　特異解　優 Sobolev 臨界　走化性方程式系　自己相似解

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
広いクラスの非線形楕円型偏微分方程式に対して、特異解の定性的性質を明らかにすることができた。
 走化性方程式系において，空間10次元以上の場合は、Morrey 空間におけるノルム評価を用いた条件が最適であ
ることを示すことができ，一方、空間3次元以上9次元以下では、既存の評価が最適ではなく改善の余地があるこ
とを示すことができた。
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１．研究開始当初の背景 

非線形問題においては，解の値が有限時刻で無限大に発散したり，初期値や方程式に含まれる

パラメータをわずかに変えるだけで解の挙動や性質が大きく変化する現象が多く知られている。

そのような現象に対する考察では，スケール不変性などの方程式のもつ性質や，定常問題の解構

造が重要な働きをすることが知られている。 

 非線型楕円型偏微分方程式の特異解は，その方程式の解全体の構造の考察において重要であ

ることは知られていたが，特異解定性的性質は，方程式の非線形性と密接に関係しており，一般

的な手法や性質は明らかではなく個別に考察する必要があった。 

 Sobolev 優臨界の方程式は，非線形性が強いため，Sobolev 劣臨界などの通常の楕円型偏微分

方程式で有効であった手法（変分法などの関数解析的な手法や実解析的手法）を適用できないな

ど，有効な解析手法が乏しい。そのため Sobolev 優臨界の方程式の分岐図式などの解構造につ

いては未知の部分が大きかった。 

非線形熱方程式はスケール不変性をもっており，自己相似解は，相似変換を用いて書き直した

方程式の定常解としてとらえることができる。先行研究により，前方型自己相似解に対して変分

的手法および常微分方程式論からのアプローチにより，Gelfand 構造と呼ばれる解構造をもつ

ことを示唆する結果が得られていた。また，非線形熱方程式の定常問題は一意特異解をもってお

り，この特異定常解は，初期値問題において時間大域解と爆発解の境界にあるなど，非線形熱方

程式の解の挙動において重要な働きをすることが知られていた。 

 非線形項がべき乗関数や指数関数とは限らない一般の非線形項をもつ非線形拡散方程式に対

する Cauchy 問題の解の時間局所および時間大域可解性が得られていた。一般の非線形拡散方

程式は，自己相似性をもつとは限らないが，自己相似変換を一般化したスケール変換のもとで解

の可解性が論じられていた。一般の非線形楕円型方程式の分岐問題も扱われており，ある種の極

限方程式は，指数関数型とべき乗関数型に帰着されることが示されていた。 

非線形熱方程式の解の特異性の一つの例として「解の爆発」を挙げることができる。解の爆発

現象の研究においては，爆発が「いつ」「どこで」「どのように」起こるかといったことが基本的

な問題として多く研究されてきており，さらに弱解による解の延長を考えることにより，爆発後

の解の状況についても議論されていた。 

 

２．研究の目的 

非線形放物型方程式に対して，解の挙動と定常問題の解構造および自己相似性との関連性につ

いて考察を行う。とくに Sobolev 優臨界および Sobolev 臨界の場合において，特異定常解およ

び自己相似解の構造を明らかにするとともに放物型方程式の解の振る舞いに及ぼす影響を考察

する。 

 

３．研究の方法 

Sobolev 優臨界における特異定常解の一意存在・漸近的収束性を示し，特異解の周りでの線形

化問題から定常問題における分岐構造の分類・特徴付けを行う。Sobolev 臨界においては特異定

常解の漸近挙動による分類を行い，特徴的な挙動をもつ特異解を抽出すると共に，関連する関数

不等式の精密化を行う。 

常微分方程式の手法により，一般の非線形項をもつ定常問題について特異解の一意存在・漸近



的収束性を示す。特異解の周りでの線形化問題においてはポテンシャル項に逆２乗のべき関数

が現れる。この部分に対しては，常微分方程式に対する精密化された Strum の比較定理を用い，

パラメータに対する連続依存性を示す。 

 解の体積平均による変換により走化性方程式系をスカラー方程式に帰着する。この変換によ

るスカラー方程式は，方程式系と空間次元が異なるという性質があるとともに，2つ以上の特異

解をもつという特徴がある。この方程式に対する非有界領域における比較定理を示すとともに，

スカラー方程式の特異定常解に対するある種の Liouville 型定理を示すことにより，時間大域

存在および有限時刻爆発のための条件を導く。 

 

４．研究成果 

(1) 優 Sobolev 臨界非線形項を持つ楕円型方程式における特異解の存在，一意性，漸近的性

質について考察を行い，非線形項がべき乗に摂動が加わる場合，あるいは指数関数に摂動が加わ

る場合，それぞれの場合に，特異解の存在，一意性，漸近的性質を示すことができた。先行研究

では，摂動についてのオーダーを指定する必要があったが，本研究では，Banach 空間における

不動点定理を用いる代わりに Pohozaev 型恒等式および先験的評価を利用することによりオー

ダーの指定なしで解の存在と漸近的性質を同時に示すことができた。この応用として非線形楕

円型偏微分方程式に対する分岐問題に対して特異解をもつ分岐パラメータは一意であること，

解の最大値パラメータを無限大にすると特異解に収束することを明らかにすることができた。

さらに全空間における特異解の一意存在性と有界領域における特異解の存在性に関する 

相互補完的な性質を明らかにした。 

 (2) 空間高次元における放物-楕円型走化性方程式系の初期値問題の解の挙動について考察を

行った。とくに方程式系の定常解を用いることにより解が時間大域的に存在するための条件お

よび有限時刻爆発するための条件を導いた。とくに定常解が 1 パラメータの属として表される

こと，この定常解が時間大域存在と有限時刻爆発の境目になっていることを示すことができた。

さらに，この定常解が指数非線形項をもつ非線形楕円型方程式の解を用いて表現できることか

ら，空間 10 次元以上においては，Biler, Karch 等による Morrey 空間におけるノルム評価を

用いた解の時間大域存在のための十分条件が最適であることを示すことができた。一方，空間 3

次元以上 9 次元以下では，既存の評価が最適ではなく改善の余地があることを示すことができ

た。 

 (3) 一般の優 Sobolev 臨界の非線形項を持つ楕円型方程式における特異解の存在，一意性，

漸近的性質について考察を行った。とくに非線形項の具体形を仮定せず，べき乗型や指数型を含

む広範な非線形楕円型方程式を考えた。主要項がべき乗関数とは限らない非線形項や

Trudinger-Moser 型不等式に現れる非線形項を始めとする優指数関数を扱うために，藤嶋ー猪

奥による条件を用いて考察を行った。この仮定の下，球対称な特異解は一意に存在すること，さ

らにその一意特異解は正則な解の無限極限として与えられることを示すとともに，特異解の原

点近傍における漸近挙動を明らかにすることができた。さらに，優指数関数を非線形項に持つ問

題に対しては，特異解の詳細な漸近挙動を導くことができた。これらの結果の応用として非線形

楕円型偏微分方程式に対する分岐問題に対して特異解が存在する分岐パラメータが一意である

こと，解のパラメータを無限大にすると特異解に収束することを明らかにすることができた。 

 (4) 非線形放物型偏微分方程式の自己相似解の形状関数に因する楕円型偏微分方程式を考え， 

その特異解の存在と一意性および多重存在を優 Sobolev 臨界・Sobolev 臨界・劣 Sobolev 臨

界の場合について考察を行った。優 Sobolev 臨界の場合には，特異解が高々一意であることを



示すことができた。一方，Sobolev 臨界の場合には Liouville 型の結果が得られ，劣 Sobolev 

臨界の場合には，特異解が無限個存在すること，それらの特異解は，同一の漸近的性質をもつこ

とを示すことができた。 
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