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研究成果の概要（和文）：　本研究では, 有限射影空間の2-交差集合を用いたアダマール行列の既存の幾何学的
構成法の一般化, 強正則グラフやアソシエーションスキームを用いた新たな構成法の開発を行い, 未知なる次数
のアダマール行列を構成する理論を確立することが目的であった.
　本研究で, 有限群の作用と有限体上の冪乗剰余を用いた幾何構造を構成する手法を開発し, また, 超平面交差
数の計算のためガウス和・ガウス周期の新たな特徴づけを行った. 特に, 新たなアダマール行列を含む系列の発
見, アダマール行列に関連する強正則グラフやアソシエーションスキームの構成を行い, アダマール行列及び関
連する組合せ構造の存在問題を進展させた.

研究成果の概要（英文）： The objective of this research project is to build a theory for generating 
new Hadamard matrices by generalizing known geometric constructions of Hadamard matrices using 
two-intersection sets in finite projective spaces and by giving new constructions of Hadamard 
matrices based strongly regular graphs and association schemes. 
 In this research, we found new methods to construct geometric objects using actions of finite 
groups and power residues of finite fields and gave new characterizations for Gauss sums and Gauss 
periods to compute hyperplane sections. In particular, we succeeded to find families of new Hadamard
 matrices. Furthermore, we proposed new constructions of strongly regular graphs and association 
schemes related to Hadamard matrices. Thus, we developed the existence theory of Hadamard matrices 
and related combinatorial objects. 

研究分野： 組合せ論

キーワード： アダマール行列　有限幾何　2-交差集合　差集合族　ガウス和　強正則グラフ　アソシエーションスキ
ーム

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
アダマール行列は, 符号・デザイン・グラフ・格子等の構成に用いられる重要な離散構造であり, 新たなアダマ
ール行列や関連する組合せ構造の発見が, これらの分野における様々な問題を解決する可能性もあり, 多くの付
加的成果を生み出すという点で本研究成果には重要な意義がある. また, 有限幾何やガウス和をはじめとする整
数論における研究成果は, 組合せ論における様々な構造の存在証明に応用できる潜在的可能性もあり, 重要な価
値がある. 更には, アダマール行列は, 統計における分散分析・情報通信における周波数信号処理等, 情報科学
分野に多くの応用があるため, 幅広く社会に貢献することが期待される.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
「任意の 2 行が直交する(1,-1)-正方行列」であるアダマール行列は, 符号・デザイン・グラ

フ・格子等の構成に用いられる極めて重要な離散構造である. これまで数多くの「発見・構成」
に関する論文が発表されたが,『全ての自然数nに対し, 4n次アダマール行列は存在するのか？』
という問題は, 組合せ数学分野で大きな未解決問題として残されてきた. 
「行和が一定」の均整アダマール行列は, それ自身が Fisher 不等式の等号を満たす組合せデ

ザインであり, 有限幾何学との相性も良く扱いやすい. 最も広範囲の次数を被覆する結果とし
て, Chen (1997)は, 2-交差集合と呼ばれる,「3次元有限射影空間で, 超平面らと 2種類の交差
数を持つ点集合」の発見を通して,『4n^4 次均整アダマール行列の存在性』を肯定的に解決して
いる.  
 
問題点: ① Chen の理論の高次元版は未だ確立されておらず 一般の奇数 2d+1 次元に拡張さ

れれば,『4n^(2d+2)次アダマール行列の存在性』が解決する. また, 低次元の場合にも, 他の
次数の均整アダマール行列を生成する幾何構造の例と系列が発見されている. しかし, 「群作
用による軌道分解から軌道を選ぶ」という古典的手法では軌道数が多くなり, 一般化/高次元化
は困難であった. 
これまでの研究で, 群作用と高い指数のガウス和の計算理論を併用した, 射影空間上の超平

面交差数の計算法を考案してきたが, この手法は, 自己同型群が比較的小さな幾何構造にも適
用することが可能であったため, 既存の例の一般化が可能であろうと考え,着想に至った. 
② 均整アダマール行列は(4×平方数)次しか存在しえない. (4×非平方数)次アダマール行列

は, デザインとの直接的な関連がないため, 理論的に扱いづらく, 存在問題の解決からほど遠
い状況にあった そこで, (4×非平方数)次に焦点を当てた新しい構成法の開発が求められてい
た.  
Chen のアダマール行列には, 強正則グラフやアソシエーションスキーム(AS)などの良いグラ

フ分解及び差集合族が付随しており. それを基に行列を分解・2 倍に拡大・合成することで, 
『4(2n^4+1)次アダマール行列の存在』を示すことに成功している(Leung-Momihara (2020)). こ
れは, 均整なものと非均整なものの間に, 強正則グラフや AS を通して, 一般的に何らかの関係
があることを示唆しており, 強正則グラフや AS を通じた新たな構成法の開発が期待された. 
 
２．研究の目的 
 
研究背景から, 以下の大きな 2つの問いが想起される. 
① 「群作用とガウス和の計算を組み合わせた手法」を発展・展開させることで, 射影空間の

2-交差集合を用いた均整アダマール行列の構成理論の高次元版を確立できるか.  
② 「アソシエーションスキームやその一般化した構造に基づく均整アダマール行列の分解・

拡大・合成を行う手法」を発展・展開させることで, (4×非平方数)次アダマール行列の構成理
論を構築できるか. 
 
そこで以下の事項を研究目的とした.   
① Chen の理論を高次元化し, 有限幾何構造に基づく均整アダマール行列の構成法を確立す

ることが目的であった. そのために, 高次元の幾何構造を発見するための,群論的手法・整数論
的手法・有限幾何的手法を開発すること, そして, 高次の超平面交差数を計算するためのガウ
ス和を含んだ指標和の計算手法を確立することを目標とした.  
② AS やその一般化した構造に基づく, (4×非平方数)次アダマール行列を組織的に構成する

理論的な枠組みを作ることが目的であった. そのために, AS を通じ, 均整アダマール行列と(4
×非平方数)次アダマール行列の構造的関係性を明らかにすること, そして, 均整アダマール行
列の背後にある強正則グラフや AS の存在性, 構成法が適用可能な均整アダマール行列の存在性
を明らかにすることを目標とした. 
 
３．研究の方法 
 
以下の方法・流れで研究を実施した. 
(1) 計算機によるアダマール行列を生成する差集合族の例の発見を行う. 広範囲で探索を行

うためのパラメータの制限や, 指標値の計算のためのアルゴリズムを設計し, 実装する. また, 
例の一般化のため, 以下の手法・流れで研究を行う.  



(2) 有限体に関係する差集合族に関しては, その指標値の計算が必須である. 特に, 例の発
見を広範囲に行えるようにもなり, また, 一般化の際の証明にも使える. よって, 高い指数の
ガウス和を含む指標和の整数論的計算手法を構築する.  
(3) 有限アフィン空間または射影空間における良い幾何構造(特に 2-交差集合)が Chen の理

論に用いられ, アダマール行列の構成に用いられた. よって, Chen の理論で用いられた 2-交差
集合の一般化, 新たな 2-交差集合の発見, および付随する有限体上の強正則グラフの存在性に
ついて研究を行う.  
(4) 小さなアダマール行列の構造を分析し, 扱いやすい自己同型群が内在している場合に, 

一般化可能か、差集合族で記述できるか、既存の符号に包含されるかを調べ, そのアダマール行
列の構造を明らかにし, また, 例の一般化を試みる.  
(5) 既存の均整アダマール行列に付随する強正則グラフやアソシエーションスキームの特徴

付け, 一般化を行う. また, その一般化した構造を利用したアダマール行列の構成法の一般化
を試みる.  
 
４．研究成果 
 
2020 年度から 2023 年度の 4 年間に以下の研究成果を得た.  
 
(2020 年度) Xia-Xia(2003)が発見した差集合族の無限系列について, その差分の性質を計算

機を併用し明らかにすることで, その差集合族を 2倍に拡大できることを示した. これにより, 
ある特別な素数 qに対し, 4(2q^2+1)位数の新たなアダマール行列の存在性を証明することに成
功した. 新たな位数でのアダマール行列の存在性の証明は, この研究分野では非常に難しいと
されてきたことを鑑み, 今回の研究成果は価値のあるものであると言える. この結果は, 共著
の論文として国際学術誌に採択された(Discrete Mathematics、344 巻、2021 年).  
また, 歪対称アダマール行列を生成する差集合の存在性について, 存在しうる群は基本可換

群であるという予想があるが, 基本可換群でない群の上で差集合が存在すれば, そのような例
は無限個存在することを証明し, 長年の予想を大きく進展させることができた. この結果は, 
単著の論文として国際学術誌に採択された(Electronic Journal of Combinatorics、27 巻、2020
年).  
 
(2021 年度) Turyn(1984), Chen(1997), Polhill(2010)による Paley 型のアダマール行列の合

成的構成法が, 強正則グラフの構成法として一般化可能であることを証明し, 非常に大きなラ
テン方格型/非ラテン方格型の強正則グラフの無限系列を発見することに成功した. その研究成
果について, 単著の論文として国際学術誌に採択された(Journal of Combinatorial Theory, 
Series A、184 巻、2021 年). また, アダマール行列の国際研究集会でも招待講演を行った(The 
6-th International Workshop on Algebraic Designs, Hadamard Matrices & Quanta、2022 年
7 月) 
また, 良く知られた平方剰余を用いた歪みアダマール行列を構成する方法を, pure な Gauss

和の理論を用いて一般化することに成功した. また, pure な Gauss 和の新たな特徴づけを行っ
た. この結果は, 単著の論文として国際学術誌に採択された(Finite Fields and Their 
Applications、77 巻、2022 年).  
また, 指数 2 型のガウス和はアダマール行列や強正則グラフの構成に用いられてきたが, そ

の特徴づけの一般化として, ガウス和の冪がいつ 2 次体に入るかについて特徴づけを行い, 
Aoki(2004)による pure ガウス和の有限性に関する定理の類似を得ることができた. この結果は, 
共著の論文として国際学術誌に採択された(Journal of Number Theory、238 巻、2022 年). 
また, Bamberg-Lee-Momihara-Xiang(2018)による, Hermitian 曲面における Hemisystem の存

在性から誘導される強正則グラフの存在性を, 3 値のガウス周期の存在問題に帰着させ一般化
を行った. この結果は, 共著の論文として国際学術誌に採択された(Finite Fields and Their 
Applications、77 巻、2022 年). 
さらには, 長年未解決であったあるパラメータの Cameron-Liebler line class と呼ばれる有

限幾何構造の存在性について, 本研究課題の主題である 2-交差集合の問題に帰着させ, 解決す
ることができた. この結果は, 共著の論文として国際学術誌に採択された(Advances in 
Mathematics、385 巻、2021 年). また, 本研究内容について, 国内研究集会での講演を行った
(RIMS 共同研究「有限群論，代数的組合せ論，頂点代数の研究」、2022 年 12 月).  
 
(2022 年度) Xia-Xia(2003)や Leung-Schmidt-Ma(2006)によるアダマール行列を生成する 4つ

のブロックからなる差集合族が発見されている. この 4つのうちの 2 つのブロックを選び, そ
の位数に関して条件を加えることで, 2 つのブロックからなる「almost」差集合族が得られるこ
とを証明することに成功した. これにより, アダマール行列ではないももの, D-最適性を 80%



以上満たす新たな 2 元行列の存在性を示すことができた. アダマール行列の理論が一般の D-最
適行列の構成問題にも応用可能であることを示唆し, 今後の研究の新たな方向性を示唆するも
のである. この結果は, 共著の論文として国際学術誌に採択された(Linear Algebra and its 
Applications、654 巻、2022 年).   
Nebe-Viller (2013)によって発見された 3 元自己双対符号の系列について, その符号が有限

体の 4 乗剰余から得られるある差集合族から作られるアダマール行列によって生成されている
ことを証明した. また, 符号の長さが 60 の場合に, 重み 60 の符号語集合内にさらに非同型な
アダマール行列が存在していることを確認した. この結果は, 共著の論文として国際学術誌に
採択された(Designs, Codes and Cryptography、91 巻、2023 年). 
 標数 3 の有限アフィン空間上で定義されてきた組合せゲームを, 一般のアフィン空間や射影
空間・一般の組合せデザイン上で定義し, デザインとしての群構造の性質に着目し, 先手/後手
必勝法について新たな特徴づけを得ることができた. この結果は, 共著の論文として国際学術
誌に採択された(Australasian Journal of Combinatorics、83 巻、2022 年). 
 
(2023 年度) T. Fujisaki (2004)による pseudo-cyclic アソシエーションスキームを用いた強

正則グラフの構成法の条件を弱め, 一般化を行い, Hollmann-Xiang(2006)によるpseudo-cyclic
アソシエーションスキームがその条件を満たすことを証明した. これにより, 新たな強正則グ
ラフの無限族の存在性を証明した. この構成法では, 基本となるアソシエーションスキームを
うまく選べば,アダマール行列を生成する Paley 型強正則グラフも構成できる. この結果は, 共
著の論文として国際学術誌に採択された(Graphs and Combinatorics、40 巻、2024 年). また, 
この内容で, 国内研究集会での講演および国際会議で招待講演を行った(スペクトラルグラフ理
論および周辺領域(第 12 回研究集会)、2024 年 1 月・2023 International Conference on 
Combinatorics and Finite Geometry、2023 年 9 月).  
また, Wilson (1974)による有限体上の部分集合に生じる差の cyclotomy への均等分配に関す

る定理を, pseudo-cyclic アソシエーションスキームへ拡張し, pseudo-cyclic アソシエーショ
ンスキーム上の差集合の漸近存在性を証明した. この結果は, 共著の論文として国際学術誌に
採択された(Discrete Mathematics、346 巻、2023 年). 
 
本研究における研究は概ね順調に進み, 特に新しい位数のアダマール行列の系列を発見でき

たことについては, 当初の予定通りの成果を得られたと考えられる. また, アダマール行列に
関係する有限幾何構造(特に 2-交差集合)や強正則グラフの無限族の存在性を数多く証明できた
点、差集合族の指標値の計算のためのガウス和やガウス周期の新たな特徴づけ、アソシエーショ
ンスキームとの関係性について新たな結果を得られたことは、研究当初予想していた以上の成
果であり, 研究目的は概ね達せられたと考えられる. さらには, 本研究の副産物として, アダ
マール行列から D-最適性の高い行列の系列を得られたことについて、アダマール行列と同等の
存在性を証明できるのではないかという今後の研究の可能性を示唆するものであり, 新たな研
究の方向性を与えたという点で, 他の研究者へのインパクトは大きいものと思われる. 一方で, 
得られたアダマール行列の位数の範囲が研究開始当初期待していたものよりも小さかった点に
関しては, 今後の研究推進の余地があるものと考えられる. 
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