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研究成果の概要（和文）：球面デザイン，およびその近似デザインについて研究・考察を行なった．行列式点過
程を中心に考察を行い，いくつかの球面上の確率点過程はフレーム・ポテンシャルの観点から近似デザインを生
成することを示した，また，球面デザインについては，群軌道を用いた構成法のさらなる改良や，格子の殻から
なる点配置の調和指数デザインについての特徴づけを与えることに成功した．

研究成果の概要（英文）：We have studied and considered spherical designs and their approximation 
designs. We have focused on determinantal point processes and shown that some stochastic point 
processes on the sphere can generate approximation designs from the viewpoint of frame potentials. 
We have also succeeded in further improving the construction methods using group orbits in spherical
 designs and in providing a characterization of harmonic-index designs of point configurations 
consisting of lattice shells.

研究分野： 数学

キーワード： 球面デザイン　行列式点過程　球面上の点配置　調和指数デザイン　球面上のcubature　格子
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研究成果の学術的意義や社会的意義
Bondarenkoらによる球面デザインの存在性に関するKorevaarとMeyersの予想の解決以降，球面デザインの研究は
その存在問題から具体的に構成し，それを数値解析のみならず統計学や機械学習に応用することに変化してきて
いる．本研究で示した(1) いくつかの球面上の確率点過程が近似的に球面デザインをなすこと，さらには(2) 球
面デザインの構成の改良やデザインの持つ性質の調査に進展を与えたことは，今後の構成法解決へ向けて重要で
あり，今後の研究が広く期待されるものである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 

 
球面デザインの存在問題に関する初期の代表的な結果として，1980 年代半ばの Seymour と
Zaslavsky の結果が挙げられる．彼らは自然数のペア(d, t)を固定したとき，点数が「十分大」な
らば，Sd 上の球面 t-デザインがいつでも存在することを示している．しかしながら，彼らの主
張自体は必要点数の大きさには言及されておらず，具体的な点の大きさについて予想が立てら
れたのは Korevaar-Meyers(1993) によってである．Korevaar と Meyers はポテンシャル論的
な観点から研究を行い，『(*) d を固定し，t を大きくするとき，Sd上の球面 t-デザインで点数が
N = O(td)$となるものが常に存在する』ことを予想したのである． 
Korevaar と Meyers の予想は，Hardin と Sloane を筆頭に多くの研究者により特に 2$元球面
S2 において, 計算機探索が行われ肯定的に支持されてきた. 3 次元以上の一般次元について予想
に関する研究の終止符を打ったのが Bondarenko et al.(2013)である． 
Bondarenko et al.(2013)以降 (実際に彼らの結果が公表されたのは 2011 年)，(*)を達成する球
面デザインの系列の存在を基にした応用研究も数多く生じている．しかしながら，Seymour と
Zaslavsky の結果にしろ，Bondarenko らの結果にしろ，(*)を満たす球面デザインの存在性は保
証するものの具体的な構成法に関しては，彼らの結果は何ら情報を与えてくれない．また，球面
デザインの既存の構成法の研究は，特に(*)の状況とは異なり，t を固定した場合（特に t が小さ
い場合）に，任意の d に対して Sd 上の球面 t-デザインの構成法を与えることが目的となってい
るものがほとんどであり，要請に応えるような構成法では必ずしもない．そこで研究開始当初の
重要なひとつ目の問いは次である． 
 
問い (A)：d を固定し，t を大きくするとき，Sd上の球面 t-デザインで点数が N = O(td)となるも
のの具体的な構成法を与えることができるか？ 
 
また，(*)を満たす球面デザインの有用性は諸分野において確認することができる．例えば，Saff-
Kuijlaars(1997)には 2 次元球面 S2における種々の問題が，Brauchart-Grabner(2015)には d 次
元球面 Sdにおける種々の問題が提示してある．その中でも近年，Brauchart et al.(2014) が， 
モンテカルロ数値積分や数理ファイナンスにおける株式のオプション計算などの応用を見据え， 
球面上の準モンテカルロ法とも呼ぶべき QMC デザイン理論を提唱している．特に(*)を満たす
球面デザインの系列は，球面上の Sobolev 空間の元に対する数値積分に対して，``infinite 
strength" と呼ばれる極めてよい誤差の収束性を持つことを示し，数値計算を行う上での有効性
が理論的に確かめられている．しかしながら，先に述べたように (*)を満たす球面デザインの構
成法がないため，球面デザインより誤差の収束性に関してはるかに劣る，球面デザインを「近似」
する点配置（近似デザイン）を用いた数値実験しか行えていないのが現状である． 
 
ここで Brauchart らが行なった近似デザインの生成法について述べると，彼らはジッタード・
サンプリング (球面を半径が小さい等面積領域に分割し，その分割された各領域上で一様分布に
従い点配置を決める方法) により生成している．それ以外の近似デザインの生成法については， 
研究代表者が彼らの生成法に着想を得て先鞭をつけた行列式点過程と呼ばれる異なる点間に斥
力が働く確率モデルを用いた生成法があるが，近年，こちらに関してもさまざまな進展が見られ
る． 
また，研究代表者は決定的に近似デザインを構成するアイデアとともに，決定的方法と確率的方
法を併せて用いる新たなアイデアを持っている状況であった．そこで研究開始当初の重要なふ
たつ目の問いは次である． 
 
問い (B)：d を固定し，t を大きくするとき，Sd上の球面 t-デザインで点数が N = O(td) となる
ものの近似デザインの「確率的」または「決定的」な構成法を与えることができるか？ 
 
２．研究の目的 
 
前述したように既存の球面デザインの構成法に係る研究は「t を固定した場合（特に t が小さい
場合）」を中心に扱っている．さらには近似デザインの構成法も十分に確立されているとは言え
ない状況である．そこで本研究の目的は，まずは「近似デザインの構成法」を段階的に開発する
ことからはじめ，問い(B) そして，問い(A) に対する段階的進展を与えることである． 
 
研究代表者はこれまでに行列式点過程と呼ばれる確率モデルに着目し，近似デザインの研究に
関して先鞭をつけた．そこでこの手法を推し進めることや，代数（群論，整数論）を用いた決定
的手法を用いることで，新たな近似デザインの構成法を提案することを目指すことを目的とす
る．さらにはそれらの知見から球面デザイン自体の構成法を進展させることを目指す． 



 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究に際し，問題となるのは近似デザインをどのように評価するかである．例えば，Brauchart 
et al.(2014)では，準モンテカルロ法的に Sobolev 空間の元の積分値とその近似値との最悪誤
差の収束レートによって評価している．また，近年，球面上点配置の「良さ」を測るのに各種の
ポテンシャル・エネルギーを基準にすることが多い.特に滑らかさが d/2 < s < d/2 + 1 となる
Sobolev 空間の最悪誤差はリース・ポテンシャル・エネルギーと一致していることも知られてい
る．そこで本研究では代表的なフレーム・ポテンシャル・エネルギー，すなわち，点間の内積（ま
たは，距離）に依存したポテンシャル・エネルギーを用いて近似デザインの評価を行うことを検
討した．また，デザインの構成については 1960 年代初頭の Sobolev の研究にまでさかのぼるこ
とができる群軌道を用いた構成法に再び焦点を当てることにした．群軌道を用いた構成法のひ
とつの欠点は，dが大きくなったときに構成点数が非常に大きくなってしまうことである．それ
を緩和するために Victoir(2004), または Kuperberg(2006)では，群軌道を用いて構成した球面
デザインを組合せ t-デザイン, 直交配列などの組合せ構造を用いて点数を削減する方法が提案
されている．この方法により，t を小さいものに固定し，d を大きくするとき，球面デザインを
構成する点数の下界が漸近的に最適になるものが存在することが知られている．しかし，一方で
組合せ t-デザイン，直交配列の存在性はパラメータに大きく依存する．そこでこれら組合せ構
造自体の近似構造を確率的に構成して点数削減に用いることができないか調査することも副題
とした． 
 
４．研究成果 
 
論文[3]において，Hirao et al.(2014) および Sawa-Hirao(2017) において球上の最適実験計
画法を構成する際に提案した有限既約鏡映群の軌道を用いた球面デザインの構成法（コーナー
ベクトル法）を拡張した．従来法においては，B型群，もしくは D 型群のみに着目し，その群軌
道から球面デザインが構成するための代数方程式を与えることに留まっていたが，両者を同時
に扱う枠組みとして，ハイブリッド・コーナーベクトル法を提案した．さらにハイブリッド・コ
ーナーベクトル法においても構成される球面デザインの点数はそのままでは巨大なものとなる
ため，Victor(2004), Kuperberg(2005)の流れを組む，組み合わせ構造を用いた点数削減法をこ
の方法に対して整備した．これにより，既存の実験計画法で使われている種々のデザインをこの
枠組みで再定式化，および，既知の構成点数(Shatalov table)より少ない点数において構成可能
な球面デザインを発見することができた． 
 
さらに Hirao et al.(2014)など扱った B型の有限既約鏡映群のコーナーベクトル，および，そ
の内分点集合を用いた球面上の重み付きデザインに対する「強さ」の上界に対する考察を行った． 
ヒルベルト恒等式や Yuan Xu による単体上の cubature 公式へ帰着させる方法に加え，新たな比
較手法を導入することにより, a を 1 ではない正の実数であるとしたとき，コーナーベクトル 
および，(a, 1,..,1 ,0, ..., 0)型のベクトル複数個の B型群軌道から得られるデザインの強
さの限界は，3 次元以上の超球面においては 15 以下であることなどを示すことを成功した．こ
れらのことは継続して議論しており，今後，論文としてまとめる予定である． 
 
論文[1]において，近似デザインを見つける際に重要となるだろう球面上の確率点過程として行
列式点過程，特に(i)球面アンサンブル，(ii)調和アンサンブル，(iii)ジッタードサンプリング
に着目し，p-フレーム・ポテンシャルの上からの評価を完成させた．特に球面アンサンブルに対
しては，p-フレームポテンシャルの具体的な表現を与えることに成功し，調和アンサンブルにお
いては漸近評価を与えている．これにより，点数が多い場合は球面上のポアソン点過程より，行
列式点過程の方が finite unit norm tight frames に近い構造（2-デザインの近似構造）である
と結論付けることができた． 
 
さらに論文[2]において，これまでは近似デザインを古典的な球面上の行列式点過程（球面アン
サンブル，調和アンサンブルなど）に着目してきたが，論文[4]では新たに Beltrán and Etayo 
(2018, 2019) によって近年提案された新たな点過程 (偶数次元球面における「一般化」球面ア
ンサンブルと奇数次元球面における射影アンサンブルから誘導される点過程) に着目し，p-フ
レーム・ポテンシャルの観点からの研究を行なった．この奇数次元における点過程に対しては，
これまでと同様に p-フレーム・ポテンシャルの具体的な表現を与えることに成功し，また，偶
数次元における一般化球面調アンサンブルに対しては上からの評価を与えている．これにより
ジッタード・サンプリング点過程を除き，特に奇数次元球面に対しては，Beltrán と Etayo が与
えた奇数次元球面上の点過程が，そして，偶数次元球面に対しては調和アンサンブルが近似デザ
インを確率的に与えると期待できる． 
 



さらにこれらの関連研究としてハミング・グラフ，ジョンソン・グラフなどのアソシエーション・
スキームと呼ばれる代数構造上のランダム点過程から得られる点配置と組合せデザイン， 
直交配列などの古典的組合せ構造の「近さ」の評価を行った．これにより，アソシエーション・
スキーム上で一様に独立で点集合を選んでくるよりは，行列式点過程を用いた方がより古典的
組合せ構造に「近い」構造が期待値として得られることを確認した．このことは継続して議論し
ており，今後，論文としてまとめる予定である． 
 
論文[5]では，球面デザインを一般化した概念である「調和指数デザイン」の観点から D4 格子の
シェルの研究を行なった．球面デザインを一般化した概念である「調和指数デザイン」の観点か
ら D4 格子のシェルの研究を行なった．D4 型ルートシステム(正 24 胞体の頂点配置)は，一意的
な tight antipodal {10, 4, 2}-design on S^3 であることを示し，このことから D4 ルート系
の直交変換による D4 格子のシェルの分解，および, 素数 p> 5, p+1 ≠ 0 (mod 5)に対して，
D4 型ルート格子の 2p シェルは 6-design とならないこと(Lehmer 予想の類似)を論文としてまと
めた．さらに後続研究として今回の正 24 胞体の頂点配置,D4 型ルートシステムとその双対から
なる 48 点配置，正 600 胞体の頂点配置を有限四元数群から捉え直し，線形計画限界などいくつ
かの結果を得ている．これらに関して，今後，学会発表および，論文としてまとめるため，現在
準備を行なっている段階である． 
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