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研究成果の概要（和文）：本研究では、超対称ヤン・ミルズ理論の数値解析と理論的考察が進められた。我々
は、球面上のN=(2,2)超対称ヤン・ミルズ理論の格子上での定義とその連続極限の挙動を調査し、フェルミオン
のゼロモードに関する問題を発見し、グラフ理論を用いて詳細な解析を行った。その解析の過程で、グラフ上の
ゲージ理論とグラフゼータ関数との関係を見いだし、これを用いてlarge Nにおける分配関数の正確な計算に成
功した。この成功を受けて構築した模型（FKM模型）の相構造を理論的・数値的に検証し、この模型が、ユニバ
ーサルに３次相転移を起こすことを示す強い証拠を得た。この研究は、超対称ゲージ理論の理解を深める重要な
成果である。

研究成果の概要（英文）：We have investigated supersymmetric Yang-Mills theory via both of numerical 
and theoretical ways. Our research focused on defining the N=(2,2) supersymmetric Yang-Mills theory 
on a lattice set on a spherical surface and investigating its behavior in the continuum limit. We 
discovered issues related to the zero modes of fermions. Through this analysis, we uncovered a 
relationship between gauge theory on graphs and the graph zeta function, which enabled us to 
accurately calculate the partition function of a gague theory on the graph in the large N limit. We 
have then constructed a model called the FKM model and examined its phase structure in detail. We 
obtained strong evidence showing that this model universally exhibits third-order phase transitions.
 These findings represent significant advancements in our understanding of supersymmetric gauge 
theories. 

研究分野： 素粒子理論

キーワード： 素粒子理論　超対称性　格子ゲージ理論　数値計算　グラフ理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で得られた結果は、超対称ゲージ理論の理解を深める重要な知見を提供し、理論物理学の発展に大きく寄
与するものである。特に、超対称ヤン・ミルズ理論の数値解析と理論的考察を通じて得られた知見は、ゲージ理
論を非摂動論的に解析する際の基板となるものである。また、その過程で得られたFKM模型は、現実的なゲージ
理論との関係も深く、より深い理解が待たれる模型である。特に、グラフ理論とグラフゼータ関数を用いた解析
手法は、他の分野にも応用可能であり、広範な科学技術の進歩に寄与することが期待される。総合的に、本研究
は、将来的な科学の発展、及び、新しい解析手法の創出に繋がる可能性を開いたものと評価できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

Maldacena 氏によって提唱された AdS/CFT 対応を筆頭とするゲージ理論と重力理論の双対性（ゲー

ジ/重力対応）(i)は、素粒子の運動を支配するゲージ理論と超弦理論を背景にもつ重力理論が等価で

あるという予想で、様々な応用を生みだしてきた。実際、この双対性を通じて、ブラックホールの情報

喪失問題に代表される量子重力に関わる諸問題に重要な示唆が得られただけでなく、量子色力学(QCD)、

超伝導、超流動といった物理に重力理論を利用しようとする魅力的な試みも盛んに行われ、ゲージ/重

力対応の応用範囲は生まれ故郷である素粒子論の枠組みを超えた広がりを見せていた。 

しかしながら、この発展には、重力理論と双対な超対称ゲージ理論を解析する完全な方法が確立で

きていないという問題があった。超対称ゲージ理論は、超対称性という強い縛りを積極的に使うこと

で、一部の物理量については厳密な計算が可能で多くの実りをもたらしたが、その一方で、超対称性で

縛られた一部の物理量にしか適用できないという弱みを持つ。そのため、ゲージ/重力対応の研究にこ

の手法を採用する限り、ゲージ/重力対応を部分的に検証することはできても、量子重力のダイナミク

スに絡んだ興味深い問題に迫るのは原理的に難しい。すなわち、ゲージ/重力対応を真の意味で理解し

たければ、超対称ゲージ理論を摂動論に頼ることなく解析する第一原理的な計算法の構築が必要とな

っていた。 

場の理論を第一原理から計算するための最も確実な方法は、QCD に対して格子 QCD がそうであった

ように、理論を有限自由度の統計系に正則化することである。この王道が実現出来ればここで述べた

問題は直ちにクリアできるが、超対称変換は 2 回行うと並進変換になることを思い出すと、この路線

は一筋縄ではいかないことがわかる。実際、時空を格子状に区切ると、システムから並進対称性が失わ

れるため、代数の中に並進変換を含む超対称性の全てを格子上に保つことが原理的に不可能になって

しまう。これがネックとなり、「超対称格子理論」の研究は大きく発展出来ない時期が続いた。 

ところが、2000 年代初頭に、超対称性を部分的に残して格子理論を構成できることが判明したこと

で研究が急速に進展した。当初、2次元以上の超対称ゲージ理論を格子上に定義する試みが複数の研究

グループによって独立になされ(ii)、混沌とした状況であったが、申請者とニールスボーア・アカデミ

ーの所長を務める Damgaard 氏との共同研究によって系統的な分類がなされ、最終的に、杉野氏による

理論(杉野理論)(iii)と、Kaplan 氏のグループによる理論 (CKKU 理論)(iv)の２種類にまとめられた。 

このうち、CKKU 理論は定義が簡単でプログラムの作成が易しい反面、U(1)セクターの分離や余分な

零質量モードの存在といった理論的な問題があるため、意味のある結果を得るために複雑なパラメー

タ調整を必要とする。一方、杉野理論はプログラムの作成にこそ手間を要するが、自然な操作で超対称

ゲージ理論が実現できる。実際、トーラス上の 2次元 N=(2,2)超対称ヤン・ミルズ理論に対応する杉野

理論に関しては、金森氏、鈴木氏、花田氏らによって数値シミュレーションを実行する上での技術的課

題が解決され、正しく連続極限が取れることが確認された。これらの成果によって、最適な格子理論は

実質的に杉野理論に一本化されたと言える。 

また、花田氏、杉野氏、松浦は、Maldacena 氏等によって提案された、2次元非可換球面上のゲージ

理論を行列正則化する方法を応用し、特定の変形を施した 2 次元超対称格子ヤン・ミルズ理論から適

切な極限をとることで、4 次元超対称ヤン・ミルズ理論が実現できることを理論的な立場から明らかに

なっていた(v)。 

その後、N=(2,2)超対称ヤン・ミルズ理論の杉野理論は、鎌田氏、三角氏、太田氏、松浦によって任

意に分割された２次元面上の理論として拡張され、並列計算アルゴリズムを実装した数値計算プログ



 

ラムも整備されていた(vi)(vii)。 

以上が、本課題開始当時の背景である。 
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２．研究の目的 

この状況を受け、 

1. ゲージ/重力対応で重力理論との対応が予言されている超対称ゲージ理論を有限自由度統計系

として正則化し、あらゆる物理量を数値的に正しく計算する手法を確立すること 

2. 超対称ゲージ理論の数値計算を通じて、ゲージ/重力対応に基づいた量子重力の効果を検証する

こと 

を目標として研究を行った。 

 

３．研究の方法 

 研究開始当初に予定していた研究方法は以下の通りである。 

① 比較的単純な 2 次元 N=(2,2),(4,4)超対称ヤン・ミルズ理論を正則化し、連続極限やラージ N 極限

を取る際に起こりうる問題を検証する 

数値計算を行う際には、知られている物理量が正しく再現できることを綿密にチェックすることが

重要である。なぜなら、プログラムは常にバグを含む可能性があるため、このようなチェックがクリア

されない限り、他の計算を行ったとしても結果が全く信用出来ないからである。幸い、超対称ゲージ理

論には厳密な値が知られている物理量が存在する。本研究の序盤では、それらの物理量を指標にしな

がら、現在までの研究では手薄になっている連続極限で生じるゼロモードの有無、符号問題の影響と

いった問題を系統的に調査し、これまで積み上げてきた技術を盤石なものにする。 

 

② 培った技術を用いて 2 次元 N=(8,8)超対称ヤン・ミルズ理論を正則化し、双対性予想の検証と重力

の量子効果の評価を行う。 

2 次元 N=(8,8)超対称ヤン・ミルズ理論は、超弦理論から重力理論と対応することが予言されている

ゲージ理論のひとつである。N=(2,2),(4,4)で培った技術を応用してこの理論を正則化し、そこから計

算される物理量を評価することで量子重力の効果を検証する。具体的には、超対称格子ゲージ理論に



 

レプリカ法を実装し、エンタングルメントエントロピーとその 1/N 補正を評価する。その結果を笠-高

柳の公式と比較することで、ゲージ/重力対応が量子重力の領域においても正しく機能するかを検証で

きると考えている。 

 

③ 2 次元超対称ヤン・ミルズ理論にマイヤーズ項を加えて変形し、数値計算によって 4次元の N=4 超

対称ヤン・ミルズ理論を実現する。 

我々の研究グループは、2 次元 N=(8,8)理論にマイヤーズ項を導入し適切な極限を取ることで、4次

元 N=4 超対称ヤン・ミルズ理論が実現できることを理論的に示したが、この方法が数値計算のレベル

で正しく機能するかどうかは未検証である。そこで、数値計算によって超対称性、共形対称性、ポアン

カレ対称性に関するウォード高橋恒等式を評価し、4 次元 N=4 超対称ヤン・ミルズ理論が正しく実現で

きているかを数値的にチェックする。 

 

４．研究成果 

① N=(2,2) 超対称ヤン・ミルズ理論の格子上の定義と連続極限の調査 

球面上の N=(2,2)超対称ヤン・ミルズ理論を格子上に定義し、その連続極限の挙動を数値的・理

論的に調査した。まず、計算コードを並列計算が可能な形に書き換え、大きな格子サイズにも対応

出来るように改良した。その上で、ハミルトニアンの保存、分子動力学の時間反転対称性などの代

表的な検証を行うと共に、超対称変換に関して作用が不変であることを数値レベルで確かめた。 

その後、格子上に保たれている超対称性に関する Ward-高橋恒等式が成立するかどうかを検証し

た。通常、これは自明なチェックに属するが、背景が球面の時にはアノマリーの影響を受けて非自

明な現象が起こることが明らかになった。球面背景では真空自体が U(1)電荷を持つため、意味のあ

る物理量を評価するためにはその電荷をキャンセルする必要がある。我々の先行研究において、こ

の U(1)電荷をキャンセルするために compensator という演算子を提案していたが、今回の研究で、

作用が持つ対称性に由来する Ward-高橋恒等式を評価する時ですら、フェルミオンを含んだ適切な

compensator を用いる必要があることが明らかになった。 

更に、連続極限に近づくにつれてフェルミオンのゼロモードが顕在化し、連続極限の回復を阻む

ことも明らかになった。これは球面背景に限った話ではなく、トーラス背景でも同様の問題が生じ

得る根源的な問題である。 

 

② 離散化された N=(2,2)超対称ヤン・ミルズ理論の新構造の発見 

上記の結果を受けて、我々は、グラフ理論の手法を用いて、離散化された N=(2,2)超対称ヤン・

ミルズ理論のスペクトル構造を詳細に調べた。我々はまず、理論で大切な役割を果たす鞍点まわり

の構造は、グラフ理論に登場する入射行列と呼ばれる行列のスペクトルで規定されることを明らか

にした。そして、この理論の分配関数は、鞍点まわりに必ずフェルミオンのゼロモードが生じるた

めに、その処理をしない限り分配関数そのものが定義不可能になってしまうことを明らかにした。

このゼロモードは鞍点の直上でしか顕在化しないため、数値計算では認識されないが、連続極限に

近づくにつれてその影響が大きくなる。これが、本来なら成り立つべき数値計算が破綻した原因と

考えられる。これは、連続理論における解析でも見逃されていた事象であり、今後、他の超対称ゲ

ージ理論を数値的に解析する際には常に考慮に入れなければいけない特性である。 

 



 

③ フェルミオン・ゼロモード問題とグラフゼータ関数の関係の発見 

離散化した N=(2,2)超対称ゲージ理論のフェルミオン・ゼロモードの問題を解決するためには、

このゼロモードをキャンセルする演算子が必要になる。そのような演算子を構成しようと試みたと

ころ、1992 年に Kazakov と Migdal によって発見された模型(KM 模型)の作用と同じ形をした演算子

が最有力候補として上がることとなった。 

この演算子を精査したところ、その期待値がグラフのサイクルを数え上げる働きをすることが

示唆された。そこで、ひとつの試行として、この演算子をグラフ上に一般化された KM 模型の作用と

みなして分配関数を計算したところ、グラフゼータ関数と呼ばれる関数を行列重み付けして拡張さ

れたものになっていることを発見した。 

グラフゼータ関数は、グラフ上の原始サイクルをカウントする関数で、その逆数が有限行列の行

列式で表されるという著しい性質を持っている。我々は、行列重み付けしていてもこの性質が失わ

れないことを証明し、large N におけるグラフ上に一般化された KM 模型の分配関数を正確に計算す

ることに成功した。 

さらに、KM 模型から派生した別の模型(FKM 模型)についても、グラフゼータ関数による記述がで

きることを見いだした。この模型は、Wilson 型格子ゲージ理論と近い特性を持ち、特に連続極限に

おいてヤン・ミルズ理論を再現する可能性が示唆される興味深い模型である。我々は、グラフゼー

タ関数の特性を利用して、この模型が、考えているグラフの詳細によらずに、large N において相

転移現象を起こすことを見いだした。 

 

④ FKM 模型の相構造の解明 

上記のように構築された模型の中でも、FKM 模型は、標準的な格子ゲージ理論の作用である

Wilson 作用をその中に含み、ゲージ理論と同じ対称性を持つ模型であると同時に、その分配関数が

グラフゼータ関数で表されるという著しい特性を持つ。そこで我々は、パラメータ領域を制限して、

分配関数が、伊原ゼータ関数と呼ばれる最も単純なグラフゼータ関数になるような FKM 模型を詳細

に調べた。 

我々はまず、FKM 模型を GWW 模型と呼ばれる単純な理論で近似することで、弱結合領域での相転

移の回数が、グラフの基本サイクルの角数のバリエーションによって決まることを明らかにした。

また、伊原ゼータ関数に成り立つ関数等式と呼ばれる恒等式に対応して、FKM 模型が強結合領域と

弱結合領域の間に双対性を持つことを明らかにした。これは、現実のゲージ理論への新しい知見を

含む可能性のある、興味深い成果である。 

我々はまた、これらの理論的な予言を数値計算によって検証し、理論の構造を正しく捉えている

ことを確認すると同時に、グラフの詳細に依らずに、相転移の次数が 3次であることを示す強い証

拠を得た。 
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