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研究成果の概要（和文）：「離散凸解析」は，凸関数と離散構造と併せて考察する最適化の理論であり，連続世
界の凸解析に匹敵する理論を離散世界に構築することを目標として提唱された，連続と離散を繋ぐパラダイムで
ある．本研究課題では，離散凸解析の双対理論を軸に据えて，M凸集合（整数基多面体の整数点の集合），M2凸
集合（2つの整数基多面体の共通部分の整数点の集合），整数ネットワークフロー，整数劣モジュラフローなど
の離散構造の上の離散資源の公平配分問題に関する理論とアルゴリズムを構築した．

研究成果の概要（英文）：Discrete Convex Analysis is a theory of optimization that connects 
continuous optimization and discrete optimization by establishing a general framework for discrete 
optimization comparable to the conventional convex analysis in the continuous setting. In this 
research project we aimed at developing a general framework for discrete resource allocation 
problems on the basis of the duality theory in discrete convex analysis. We have obtained 
theoretical results and algorithms for discrete structures such as M-convex sets (sets of integer 
points in an integral base polyhedron), M2-convex sets (sets of integer points in the intersection 
two integral base polyhedra), integral network flows, and integral submodular flows.

研究分野：数理工学

キーワード： 離散凸解析　最適化理論　数理工学　情報基礎　アルゴリズム　経済理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
離散凸解析は，最適化において「連続と離散を繋ぐパラダイム」であり，様々な分野で別々に考察されてきた数
学的な構造を，分野を越えて理解して，相互に利用するための枠組みである．離散凸解析の理論やアルゴリズム
が一般的な形で整理されることによって，コンピュータ科学，オペレーションズ・リサーチ，経済学，ゲーム理
論，数学などの様々な分野での共通の言葉やアプローチが生まれ，学問諸分野の交流が可能となる．さらには，
その共通の知識に基づいて，様々な応用が繋がり発展していくことが期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通）

１．研究開始当初の背景

藤重悟氏による辞書式最適基の論文（1980年）により，資源が連続量の場合の公平な配分に関する基礎理論が
確立されている．この成果は，最小ノルム点問題や劣モジュラ関数最小化問題とも密接に関連し，基多面体の重要

な性質を抽出したものとなっている．アルゴリズムの観点からも，強多項式アルゴリズムが知られており，連続変

数の場合はすべての事柄が解明済と言える．しかし，藤重氏の著書にも注意されているように，この理論の離散版

（配分されるべき資源が整数ベクトルで表される場合）は，その後，40年近く手つかずの状態が続いており，研究
代表者もこの点については問題意識をもっていた．一方，オペレーションズ・リサーチの資源配分問題の分野に

おいては，徐々に離散凸解析の有用性が認識されてきた．例えば，Handbook of Combinatorial Optimizationに収録
されているサーベイ論文 “Resource allocation problems”では，1998年の第１版（N. Katoh, T. Ibaraki）の離散変数
問題に関する結果は，2013年の第２版（N. Katoh, A. Shioura, T. Ibaraki）では離散凸解析の立場から再整理されて
いる．このような状況をみて，研究代表者は，離散凸解析の資源配分問題への更なる応用可能性について関心を

もっていた．本研究の着想を得た直接の契機は，コンピュータの負荷分散の問題が，グラフの公平な向き付け問

題に定式化され，その問題が美しい数学的構造をもつという Borradaileらの結果 (G.Borradaile, J.Iglesias, T.Migler,
A. Ochoa, G. Wilfong, L. Zhang: Egalitarian graph orientations, Journal of Graph Algorithms and Applications, Vol. 21,
2017)である．

２．研究の目的

本研究の目的は，離散凸解析の双対理論を軸に据えて，離散資源の公平配分問題に関する理論とアルゴリズム

を構築することである．コンピュータの負荷分散や，グラフ理論における向き付け問題，経済学・ゲーム理論に

おける不可分財の公平配分など様々な文脈において個別の成果が得られているが，離散凸解析に基づく一般的な

枠組を作ることによって，様々な分野を繋ぐことができる．これによって，離散凸解析の特徴である「分野横断

性」をより発展させることができる．

３．研究の方法

本研究課題においては，研究代表者個人による研究と研究協力者との討論が中心的な研究方法である．研究体

制は，代表者の他に，研究協力者として，Andras Frank氏，田村明久氏，森口聡子氏，土村展之氏，の４名を加
え，さらに共同研究者として，塩浦昭義氏，高澤兼二郎氏の協力も得ることとなった.
研究の第１段階として，離散資源の公平配分問題が離散凸関数の最小化問題として定式化できるであろうとい

う見通しに従い，急増加分離凸関数の概念を用いて離散資源の公平配分問題が凸関数の最小化問題の形に定式化

できることを示した．次の段階として，離散凸解析の双対理論が有用であろうという着想に従い，整凸集合上の

分離凸関数の最小化に関する Fenchel型双対定理を見出し，双対最適解の構造を明らかにした．これによって，M
凸集合だけでなく，基多面体の交差集合，ネットワークフロー，劣モジュラフローなど，様々な離散構造の上で，

公平配分問題を扱える可能性が生まれた．以上のような大局的な理解を踏まえて，第３段階として，それぞれの

離散構造に適したアルゴリズムを設計した．

４．研究成果

(1) [M凸集合上の公平資源配分問題]
M凸集合上の辞書式最適化問題に関して，その構造を解明する諸定理を与えた．とくに，辞書式最適解の全体が
マトロイド構造をもつという定理と台集合が一意的に分解されるという正準分割の定理が重要である．さらに，離

散変数の辞書式最適基を強多項式時間で求めるアルゴリズムを与え，グラフ理論における連結性問題への応用を

詳細に論じた．（Andras Frank氏との共同研究）
(2) [M凸集合上と基多面体上の公平資源配分問題の関係性]

M凸集合上の辞書式最適化問題は，基多面体上の辞書式最適化問題において，変数に整数制約を課した問題と位
置付けることができる．基多面体上の問題については，1980年頃に構造定理やアルゴリズムを含む包括的な理論
が構築されている．これに関して詳細な文献調査を行い，連続変数の場合と離散変数の場合の構造定理とアルゴ
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リズムの比較を行い，離散変数理論と連続変数理論の構造的な対応関係を解明した．これにより，基多面体上の

資源公平配分問題に関する理論とアルゴリズムの全体像が明確となった．（Andras Frank氏との共同研究）
(3) [公平なネットワークフロー]
ネットワーク上の整数フローの公平配分問題に対して，劣モジュラ被覆の理論を用いることによって，公平フロー

の特徴づけと公平フローを効率よく計算するアルゴリズムを開発した．さらに，より一般的問題設定として，劣

モジュラ制約をもつネットワークフローを扱った．従来知られていた線形関数を目的関数とする劣モジュラ制約

フロー問題の解法と整合する形で，公平配分の成す集合の記述と効率的なアルゴリズムを設計した．（Andras Frank
氏との共同研究）

(4) [完全双対整数性をもつ離散凸集合上の分離凸関数に関する最大最小定理]
離散凸解析に基づいて離散資源の公平配分問題を扱う際に中心的な役割を果たす事実は，離散凸集合上の変数分

離凸関数に対する離散双対定理である．既存の成果は，離散凸集合として，M凸集合，L凸集合などを個別に対象
とする集合体であったが，本研究においては，完全双対整数性をもつ整数多面体を対象とする統一的な離散双対

定理を与えた．この定理は，離散資源の公平配分問題に応用できるものであるが，より高い視点からみると，離

散凸解析と多面体的組合せ論を繋ぐ重要な成果である．（Andras Frank氏との共同研究）
(5) [整凸関数と分離凸関数の双対定理と整凸関数の諸性質]
整凸関数と分離凸関数の和に関する Fenchel型最大最小定理を見出した．この定理は，離散凸解析の根幹を進歩さ
せる重要な成果であるが，資源公平配分問題に対しても重要な意味をもっている．実際，この定理を用いることに

より，M凸集合やネットワークフローに対して得られていた資源公平配分問題の構造的な結果を，整凸集合上の
資源公平配分問題へと一般化することができる．整凸関数に関して，研究代表者の最近数年間の研究によって得ら

れた結果（近接定理，整数劣勾配の存在，双共役性定理，分離凸関数との和に関する最大最小定理など）を含む

長編のサーベイ論文を執筆した．このサーベイ論文は Japan Journal of Industrial and Applied Mathematicsの 40周
年記念号に掲載された．（田村明久氏との共同研究）

(6) [離散凸概念の包含・交差関係]
離散凸解析においては，M凸関数，L凸関数を始めとして，様々な離散凸関数の概念があり，離散凸関数のそれ
ぞれの概念に対応して，離散凸集合の概念が定義されている．本研究では，離散凸関数と離散凸集合のクラスの

間に成り立つ包含関係と交差関係を網羅的に整理した．これによって，様々な分野の研究者が離散凸関数の概念

を容易に理解できるようになると期待される．マルチモジュラ集合は L♮凸集合から座標変換によって得られると
いう意味で L♮ 凸集合と等価であるが，一方，2次元空間においてはマルチモジュラ性とM♮ 凸性は一致すること
が知られていた．本研究により，高次元の空間におけるマルチモジュラ性とM♮ 凸性の関係性が明らかとなった．
（森口聡子氏との共同研究）

(7) [L2凸集合の不等式表現]
離散凸集合の凸包を不等式系で記述することは，離散最適化の定石的手法である多面体的アプローチの出発点と

なる．離散凸解析においては，M凸集合，M2凸集合（2つのM凸集合の共通部分），L凸集合，マルチモジュラ
集合については，対応する不等式系の特徴が知られていたが，L2凸集合（2つの L凸集合のミンコフスキー和）
については未知であった．本研究では，不等式系に対する変数消去の手法（Fourier–Motzkinの方法）を用いて L2
凸集合の凸包を記述する不等式系を導出した．また，同じ結果に対して，共役性定理とM凸交差定理を組合せた
構造的手法による別証明を与えた．（森口聡子氏との共同研究）

(8) [ジャンプシステム上のM凸関数]
ジャンプシステム上のM凸関数の概念は，グラフのマッチングや多項式の安定性解析などに利用されてきたが，
マッチング問題への応用においてはその概念を幾分拡張することが必要であることが，高澤兼二郎氏によって指

摘されていた．本研究では，これに整合する形でジャンプシステム上のM凸関数の概念を拡張するとともに，こ
の拡張が元の概念と本質的に等価であることを意味する定理を与えた．これによって，ジャンプシステム上にも

M♮ 凸関数にあたる概念が定義されたことになる．
(9) [双ブランチング]
有向グラフ上の双ブランチング問題に関連して，高澤兼二郎氏によって，付値マトロイドの構造の存在が指摘さ

れていた．一方，標準的な多面体的組合せ論においては，線形計画問題とその整数性という形で双ブランチング
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問題の組合せ論的性質を理解する．本研究では，この二つのアプローチの関係を Benders分解を通じて明らかにし
た．（高澤兼二郎氏との共同研究）

(10) [基本演算の整理]
離散凸解析においては，M凸関数，L凸関数，整凸関数，マルチモジュラ関数など，種々の関数クラスが考察さ
れるが，それぞれの関数クラスにおいて許容される演算は異なり，連続変数とは異なる注意が必要である．変数

のスケーリングや関数の和といった基本演算，および，ネットワークによる変換に関係する演算に関して，それ

ぞれの関数クラスに許容される演算を網羅的に調べた．このような網羅的整理によって，様々な分野の研究者が

離散凸解析を利用する際に有用な情報を提供した．
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