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研究成果の概要（和文）：ベイズ推測において、2乗損失関数の下でのベイズリスクのvan Trees型、
Borovkov-Sakhanenko型の下界について、漸近的な大小比較による評価を得ることができた（Koike(2020)）．本
研究の内容はAbu-Shanab and Veretennikov (2015)の結果を強化するものである．また、非正則な場合にも適用
可能な差分型の下界を得ることができた（Koike and Hashimoto (2021)）．さらに、下界の達成のための必要十
分条件も得ることができた（Koike (2021)、Banno and Koike (2022)）．

研究成果の概要（英文）：In Bayesian inference, asymptotic large and small comparisons were obtained 
for the van Trees-type and the Borovkov-Sakhanenko type lower bounds for Bayesian risk under 
quadratic loss function(Koike (2020)).  The content of this reserach reinforces the results of 
Abu-Shanab and Veretennikov (2015). We also obtained a lower bound of difference type applicable to 
the non-singular case (Koike and Hashimoto (2021)). Furthermore, the necessary and sufficient 
conditions for achieving the lower bounds were also obtained (Koike (2021), Banno and Koike (2022)).

研究分野： 数理統計学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ベイズ推測では、ベイズリスクを用いて推定量の良さの評価を考える．ベイズリスクの評価を与える下界には
van Trees (1968)やBorovkov and Sakhanenko(1980)によるものがよく知られている．これらの不等式の評価の
良し悪しを検討した．また、これらの不等式において等号が成り立つための条件を示した．これらのことから、
ベイズ推測において推測方式の有効性評価の際にどの不等式を用いるべきかを見極めることができる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

統計的推測理論において，誤差のある観測からパラメータを推測する際，平均二乗誤差の値を用

いた推定誤差の評価が良く行われている．特に，パラメータが確率変数であるベイズ推測では，

平均二乗誤差をパラメータに関して期待値をとったベイズリスクを用いて評価することが多い．

しかし，多重積分を計算するベイズリスクの計算には困難を伴うことが多い．このような場合，

ベイズリスクの下界はパラメータ推測における推測の限界を調べるのに役立ち，特定の推定量

のパフォーマンスを評価することに用いることができる． 

これに対して，一般に漸近分散を最小にするという意味で最尤推定量が最適であることが知ら

れている．従って，「最尤推定量を使えば良いであろうし，その評価は漸近分散で行えば良い」

という理論もあり得るが，分散の極限と漸近分散は一般には一致しない．すなわち，漸近分散か

ら導かれる漸近リスクを最小にしていると考えて最尤推定量を採用しても，実際に得る推定量

のリスクとは全く異なる可能性がある．実際のベイズリスクと漸近分散との間には乖離がある

かもしれない．我々が本当に評価すべきなのは実際のベイズリスクなので，この乖離は大きな問

題である．また，最尤推定量を用いることは，ベイズ推測の特徴である事前情報を全く無視して

しまうことになり，ベイズ推測の立場からは現実的ではない． 

 
２．研究の目的 

(1) ベイズリスクを評価するクラメール・ラオ型の不等式が，これまでに数多く提案されてい

る．不等式で与えられる複数の下界を比較した場合，大きい値の下界の方がより良い下界である．

どの下界が良いものなのか，また，どこまで下界が改良できるかは未知の部分が大きい． 

(2) 古典的統計学（頻度主義による統計学）における，クラメール・ラオ型の不等式においては，

下界の達成に対する必要十分条件がよく知られている．下界を達成する推定量を有効推定量と

いう．下界の達成を調べることは，どのようなときに有効となるか，どのようなときに限るかを

決定づけることになり，推定量の構成の際にも役立つ．これは古典的統計学での重要な定理とな

っている．その一方，ベイズ推測におけるクラメール・ラオ型の不等式においては，等号達成条

件はほとんど分かっていない（極めて厳しい条件下で達成する例が数例知られているのみであ

る）．どのような場合に有効になるのかを知ることはベイズ推測における有効性に関する重要な

事項である．  

 
３．研究の方法 

(1) ベイズリスクを評価するクラメール・ラオ型の複数の不等式を比較すると，特定のサンプル

サイズに対しては一般的には優劣はつかない．そこで，サンプルサイズを大きくすることで，評

価式を漸近展開し，その主要項を比較する．それによって，漸近的な優劣がつくことが期待され

る．また，Gill and Levit(1995)で与えられている不等式において，漸近的に最適な不等式を得

ることができる．また，具体的にデータの確率分布や事前分布を与えたときにはどれくらいの評

価式に差異があるかは，計算機による数値計算で比較する． 

(2) ベイズリスクの下界を与える評価式の達成に対する必要十分条件については，参考となる

文献がほとんど存在しないので，頻度主義におけるクラメール・ラオ型の不等式の達成に関する

条件を参考にして研究を進める． 

 
 
 



４．研究成果 

(1) ベイズリスクのvan Trees型，Borovkov-Sakhanenko型の下界について，漸近的な大小比較に

よる評価を得ることができた（Koike (2020)）．本研究の内容はAbu-Shanab and Veretennikov 

(2015)の結果を強化するものである．この論文では，多次元版の漸近比較も行い，Gill and Levit 

(1995)の下界における漸近的に最適な下界を示した．応用例として，撹乱母数を持つ場合の下界

を示した．また、非正則な場合にも適用可能な差分型の下界を得ることができた（Koike and 

Hashimoto (2021)）． 

(2) ベイズリスクの下界を与える評価式の達成に対しては，データの分布が指数型分布族で，事
前分布が共役事前分布または Jeffreys の事前分布の場合に，van Trees の下界や Borovkov-
Sakhanenko の下界の達成のための必要十分条件を得ることができた（Koike (2021)）． 
伴野, 小池 (2022)では，データの分布として指数型分布族のエスコート分布を考え，事前分布
として共役事前分布または Jeffreys の事前分布の場合に，van Trees の下界や Borovkov-
Sakhanenko の下界の達成のための必要十分条件を得ることができた．ベイズリスクの下界を与
える評価式の達成に対する必要十分条件については，これまではほとんど未知であったので，有
効性を議論するための足掛かりとなった． 
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