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研究成果の概要（和文）：高次元統計解析における仮説検定において、正規近似に基づく近似検定が数多く提案
されている。これらの検定は、次元pが1000～10000のように膨大であれば、十分な精度を有することが明らかに
されている。一方で、次元pが10～500のように中程度のデータにおいては、検定統計量の分布に歪みが生じるた
め、正規近似が機能しないという問題点がある。このような問題に対して、いくつかの解析的な方法を応用する
ことで、分布の歪みへ対処した新しい近似検定法を提案した。

研究成果の概要（英文）：Many approximate tests based on normal approximation have been proposed for 
hypothesis testing in high-dimensional statistical analysis. It has been revealed that these tests 
have sufficient accuracy when the dimension p is very large, such as 1000 to 10000. On the other 
hand, there is a problem that normal approximation does not work for data with medium dimension p, 
such as 10 to 500, because the distribution of test statistics is distorted. To address these 
problems, we proposed a new approximation test method that deals with distribution distortion by 
applying several analytical methods.

研究分野： 統計科学

キーワード： 高次元データ　正規化変換 　　誤差限界　多重比較　多変量分散分析 　歪度　漸近正規性　一致性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
高次元データにおける近似的な仮説検定の多くは、中心極限定理を利用した漸近的な精度保証を行っている。し
かし、漸近理論と有限次元のデータに乖離があるため実用性と説得性に欠ける。そこで、本研究では、エッジワ
ース展開や検定統計量の適切な変換を与えることでより正確な漸近分布を導出する。このようなアプローチは古
典的な大標本統計学ではよく用いられるが、高次元データにおいては十分に研究されているとは言えないため、
古典的な多変量解析における漸近理論を大幅に発展させる可能性があると期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
様々な媒体、経路を通じて大規模データが、驚くほど低コストで入手できるようになった現在、

多変量解析手法に対する学術界やビジネス界からのニーズは非常に高まっている。しかしなが

ら、伝統的な多変量解析手法の多くは、直接には、大規模データへは応用できない困難な点が横

たわっている。その典型的な問題点は、「高次元データ小標本問題」である（図 1:実データ）。 

                                                                   

 

図 1：発現量を蛍光光度計で測定した DNA マイクロアレイデータ。このデータは、次元数（遺

伝子数） p が約 1,000～50,000 程度あるのに対し、サンプルサイズ（被験者数） n はわ

ずかに 10 ～100 程度であり、 

高次元小標本問題がおきる代表的なデータである。 

このような 「p（次元）>>n（サンプルサイズ）」 の仮定の下で正当化される研究は、2000 年以

前は統計学の全般の分野に渡ってほとんど存在しなかった。通常の統計理論の枠組みでは、次元 

p は一定のもとで n→∞ である漸近論が基本であったが、この仮定は高次元データでは全く役

立たない。2000 年代になり、高次元データの研究が徐々に進み、既存の統計解析の限界が理論

的に示され、新たな統計学の必要性が認識され始めた。2010 年代に入って、理論と応用の両面

から統計学が飛躍的に向上し、新たな統計学として高次元統計解析が誕生した。高次元における

検定で利用される検定統計量の多くは、ｐ→∞であるとき漸近正規性（極限分布が正規分布）が

成り立つ。この性質を応用し、有限次元においては、正規分布を近似分布として用いることとな

る。高次元における検定理論では、このような正規近似が主流であり、次元が 1,000～10,000 程

度であれば実用上十分な精度を有することが既に明らかにされている。一方で、次元が 10～500

程度（中程度）の場合は、高次元統計解析における検定統計量の実際の分布は、正規分布に比べ

て歪みをもつため正規近似の近似精度が極端に悪化するという問題がある（図２を参照）。 

     p=20                    p=200                   p=1000 

 
図 2:高次元統計解析におけるデンプスター検定統計量の次元 p を変化させたときの分布の

概形をシミュレーションで算出した図である。正規分布（点線）と検定統計量の実際の

分布（実線）を表している。 

 
２．研究の目的 
次元が 10～500 程度（中程度）の場合に対して、従来の正規近似に代わる分布の歪みに対処し

た高精度な近似分布を提示し、それを応用した幾つかの仮説検定問題における近似検定を提案



することを目的とする。 
 
３．研究の方法 
目的のための１つのアプローチとして、モーメントマッチングやエッジワース展開を応用し、

中程度の次元において分布の歪みに対処した新たな近似分布を導出し、その近似精度を理論的
あるいは数値的に確認し、各検定問題へ応用する。 
 本研究では、特に下記の５つの研究課題について研究を実施した： 

（A） 平均ベクトルの同等性検定 

（B） 多変量分散分析 

（C） （A）で導出した結果を応用した多変量多重比較法 

（D） プロファイル分析 

（E） 分散共分散行列の同等性検定 

尚、各課題（A）～（E）において、以下の3点を可能な限り研究した。 

(i) 提案近似検定が従来の正規近似を収束レートの意味で改善していることを理論的に明

らかにする 

(ii) 漸近検出力関数を導出する 

(iii) 数値シミュレーションによる有限次元・有限標本における理論的結果の精度検証を行

う 

 
４．研究成果 
 
 研究課題（A）について、L2 型検定統計量の正規化変換を導出し、それが分布の歪みを補正

する近似になっていること、従来の正規近似を収束レートの意味で改善していることを理
論的に示した。さらに、漸近検出力関数を導出し、数値シミュレーションによる有限次元・
有限標本における理論的結果の精度検証を行った。これらの結果は学術誌 Communications 
in Statistics – Theory and Methods へ掲載された。高次元における仮説検定に関する研
究の多くは、中心極限定理を利用した漸近的な精度保証を行っている。しかし、漸近理論と
有限次元のデータに乖離があるため実用性と説得性に欠ける。そこで、本研究では、より実
用的な「非漸近的な誤差評価」を精度保証として利用している点が特徴である。ここで、
「非漸近的な誤差評価」とは、「有限のpに対する真の分布と近似分布の誤差限界を与える。」
ことである。 

 研究課題(B)について、高次元における 2元配置分散分析法を提案した。この結果は、学術
誌 Journal of Multivariate Analysis へ掲載された。先行研究として、1元配置分散分析
に関する研究は存在するが、より煩雑な問題である 2 元配置分散分析法へ拡張することに
成功した。今後は、多元配置への拡張が考えられる。 

 研究課題(C)および(D)に関して、研究課題（A)を応用した方法を提案し、研究成果を纏め、
学術誌への投稿するための論文を作成した（Communications in Statistics - Theory and 
Methods へ投稿を検討中）。 

 については、分布の歪みが生じる１つの状況として、母集団へある種のファクターモデル
を仮定した場合を想定し研究を行った。母集団へある種のファクターモデルを仮定した場
合、等分散性の検定に用いられる従来の L２ノルム型の検定統計量（より正確には従来の L
２ノルム型の検定統計量へ適当な補正を施した検定統計量）が高次元において重み付きカ
イ２乗分布へ収束することを理論的に証明した。さらに、この漸近分布に現れる重みを、高
次元因子モデルの推測理論を応用し推測することにより新たな近似検定を提案した。また、
局所対立仮説の下での漸近的な検出力関数の導出も行った。これらの漸近的な結果を確認
するために、有限次元・有限標本における第１種の過誤確率や検出力を調べるためのシミ
ュレーションを実施した。シミュレーションの結果から、正規近似が機能しないような状
況において提案法の第 1 種の過誤確率と名目有意水準が一致することを確認した。これら
の研究成果を、統計関連学会連合大会および日本計算機統計学会第 37 回シンポジウムにて
報告した。 

 その他、判別分析（高次元データにおける判別分析の変数の冗長性に関する研究）や課題以
外の仮説検定問題（ρV係数に基づく独立性の検定、一般化分散の同等性検定）についても
研究成果を上げることができた。 
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