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研究成果の概要（和文）：数論幾何学とは幾何的な視点を用いて整数論を研究する分野である。本研究課題では
コホモロジーと呼ばれる不変量を中心に調べた。例えば、志村多様体と呼ばれる整数論的に重要である幾何的対
象について、コホモロジーのある部分が0になるという定理を証明した。これには整数論的応用（Langlands対
応）があることが知られている。また、K3曲面の自己積という興味深い幾何的対象について、Tate予想や標準予
想という古くから知られている問題で貢献した。さらに、素数pに特化したコホモロジーの理論であるp進Hodge
理論において、近年導入されたプリズマティックコホモロジーの対数版を導入し、その基礎理論を構築した。

研究成果の概要（英文）：Arithmetic geometry is a reaserch area where geometric perspective is used 
to study number theory. In this reaserch, I mainly studied invariants called cohomology. For 
example, we prove a result that certain parts of the cohomology of Shimura varieties, which are 
important geometric objects in number theory, vanish. It has application to number theory such as 
Langlands correspondence. I also contributed to classcailly known problems liek the Tate conjecture,
 the standard conjecture in the case of self-products of so-called K3 surfaces, an interesting class
 of geometric objects. Moreoever, I worked on the p-adic Hodge theory, which is a thoery specialized
 for a fixed prime number p. I introduced a logarithmic version of prismatic cohomology, which was 
found rather recently, and developed the foundation. 

研究分野： 数論

キーワード： 数論幾何学　コホモロジー　志村多様体　Langlands対応　p進Hodge理論　対数的幾何学　プリズマティ
ックコホモロジー　K3曲面

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
志村多様体では予期されていなかった成果を挙げるとともに、FarguesとScholzeとの局所Langlands対応の幾何
化プログラムとの関係性を指摘することとなり、国際的にも大変な反響を得た。p進Hodge理論では対数的プリズ
マティックコホモロジーの基礎理論を構築し、国内外の研究者からもすでに用いられる理論となった。また、K3
曲面に関係する特別な場合でのみであるが、古くから重要視されている代数幾何の予想について貢献することが
できた。これらの成果は学術的意義も十分にあると考えられるだけでなく、現在あるいは今後の国内外での研究
を促進するような成果であったといえる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１． 研究開始当初の背景 
 
（１）p進体上の多様体のコホモロジーの進展が Scholze のパーフェクトイド空間の導入により
加速していた。特に、コホモロジーの整構造を調べる整ｐ進 Hodge 理論がその幾何的側面を中心
にさらに進展していた。Bhatt と Scholze が、Morrow との共同研究で Ainf コホモロジーを調べ
た後に、その再解釈を含むプリズマティックコホモロジーという画期的な新理論を発表した。そ
れにより、さらなる進展や応用が非常に期待される状況であった。 

 
（２）Caraiani と Scholze が志村多様体の捩れ係数コホモロジーの Hecke 作用が一般的な部分
についての消滅定理を証明した。Galois 表現の保型性の問題に応用があることが既に分かって
おり、重要な結果であることが認識されていた。また、関連する研究を Boyer が Harris と Taylor
が一般線型群の局所 Langlands 対応を証明する際に用いた志村多様体に対して行っていた。 
 
（３）伊藤和広氏、伊藤哲史氏との共同研究として、Ｋ３曲面の自己積の Tate 予想を証明する
論文をプレプリントとして公開した。 
 
２．研究の目的 
 
（１）整ｐ進 Hodge 理論について研究する。 
①整ｐ進 Hodge 理論については以前から研究しており、それらに引き続き Bhatt と Scholze の
理論を半安定的還元の場合に一般化する。 
②多様体の間の射が与えられている、いわゆる相対版について研究する。 
③プリズマティックコホモロジーの応用を研究する。 
 
（２）志村多様体の捩れ係数コホモロジーについて、Caraiani と Scholze の結果のさらなる一
般化を証明する。 
 
（３）Ｋ３曲面について、引き続き研究を行い、さらなる結果を得る。 
 
３．研究の方法 
 
（１）対数的幾何学を用いたプリズマティックコホモロジーの一般化を行う。半安定還元の状況
においては、対数的幾何学の枠組みで扱えば、滑らかな多様体のように調べられるということが
知られている。実際、プリズマティックコホモロジーの雛形的ものであるクリスタリンコホモロ
ジーについてはその対数版が研究されていた。これらを基に、プリズマティックコホモロジーの
対数版を導入する。また、係数理論や相対版についても関連する研究が多数あり、それらを参考
に研究を行う。トポスのファイバー積を用いるというのがアイデアの一つである。 
 
（２）志村多様体のコホモロジーについては、Boyer の関連する結果と Caraiani と Scholze の
結果との関係を理解する。また、Scholze の導入したダイヤモンドの理論を用いることにより
Hodge-Tate 周期写像の行き先である旗多様体に定まっている部分空間についてコホモロジーを
考えることができるので、それを用いて解析する。 
 
（３）Ｋ３曲面について行ってきた研究ではその延長線上の結果として見込める結果があった
ため、それを研究する。 
 
４．研究成果 
 
（１）ｐ進 Hodge 理論 
まず、重要なステップとして対数的幾何学の枠組みにおけるプリズマティックコホモロジーの
一般化として適切であろう定義（特に対数プリズムの概念）を発見した。その定義とそれが適切
な定義であることを正当化できたといえるであろう最低限の理論部分を論文 Logarithmic 
prismatic cohomology I にまずまとめた。特に、半安定還元の場合に Breuil-Kisin 加群の幾何
的実現といえるコホモロジーを構成したといえる。 
その後、Zijian Yao 氏との共同研究で、さらなる結果を得ることができ、それらを論文
Logarithmic prismatic cohomology II にまとめた。その他のコホモロジー（クリスタリンコホ
モロジー、de Rham コホモロジー、Kummer エタールコホモロジー）との様々な比較定理が、定数
係数の場合には、これらの論文でほぼすべて証明することができたといえる。その他、Nygaard



フィルトレーションについても調べた。 
これらの対数版の理論は既に国内外の研究者らにも用いられているようになっている。基礎理
論を構築したことにはインパクトがあり、学術的意義があったといえる。 
プリズマティックコホモロジーに関しては、対数的でない場合にも様々な進展（例えば、Poincare
双対性や Bhatt、Lurie、Drinfled らによるスタックを用いた解釈、係数理論等々）がある。そ
れらに合わせて対数版の理論でも同様の進展が期待され、少しずつ研究を進めている。今後さら
なる研究が行われることが国際的なレベルで期待できる。 
 
また、Ildar Gaisin 氏との共同研究でプリズマティックコホモロジーの前身である Ainf-
cohomology についてその相対化を考え、論文 Relative Ainf-cohomology としてまとめた。 
 
（２）志村多様体のコホモロジーの消滅定理 
Caraiani と Scholze の証明した志村多様体のコホモロジーの消滅定理は様々な技術的仮定が課
されていた。これらの多くの部分を、Fargues-Scholze による局所 Langlands 予想の幾何化に関
する結果を用いることで取り除くことできた。これは当初予期していなかった大変画期的な成
果である。その研究において局所志村多様体のコホモロジーの消滅定理も得た。これらの消滅定
理について、この研究ではいままでと別のアプローチを提示しており、消滅定理が何故成立する
かをより明らかにした成果といえ、国際的にも大変反響があった。 
これらの結果は論文 On the generic part of the cohomology of local and global Shimura 
varieties にまとめた。この研究のさらなる一般化が海外の研究者らによりされ始めている。 
 
関連する方向として、捩れ係数ではなく有理係数の場合ではあるが、Sug Woo Shin 氏との共同
研究において、局所対称空間を含めた一般的な消滅定理を保型的手法で調べ始めている。また、
圏論的局所 Langlands 予想を背景に、局所志村多様体について大変一般的な予想を定式化する
にも至り、今後の更なる進展が見込まれる。 
一連の流れの中で、Alexander Bertoloni Meli 氏と圏論的局所 Langlands 予想の連接層側を調
べる共同研究も始めた。 
 
また、上記研究の過程の中で、Fargues-Scholze による局所 Langlands 予想の幾何化に関する結
果を用いることで Rapoport-Zink 空間をはじめとする局所志村多様体のコホモロジーの Weil 群
作用についても研究した。 
この結果は論文 Eichler-Shimura relations for local Shimura varieties にまとめた。この
結果もすでに他の研究者により用いられている。 
 
さらに、被覆群の場合に Fargues-Scholze の仕事を一般化するという共同研究を開始した。これ
は Tony Feng 氏、Gaisin 氏、今井直毅氏、Yifei Zhao 氏と共同のプロジェクトである。 
 
（３）Ｋ３曲面の自己積について標準予想 
伊藤和広氏、伊藤哲史氏との共同研究で Grothendieck らにより予想された Hodge 標準予想を K3
曲面の自己積の場合に証明することができた。Hodge 標準予想は最も重要な予想の一つであった
が、長らく新しい結果がなかったため、貴重な結果が得られたといえる。 
これらは論文 The Hodge standard conjecture for self-products of K3 surfaces にまとめ
た。 
 
また、Hodge 標準予想の数値的版について、素数次元の単純アーベル多様体の自己積をはじめと
する特別なアーベル多様体に対して結果を得た。 
これは論文 The numerical Hodge standard conjecture for the square of a simple abelian 
variety of prime dimension にまとめ、出版された。 
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