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研究成果の概要（和文）：摩擦や抵抗の効果を伴う波動伝播を記述する消散型波動方程式について、平滑化評価
式とよばれる解の時空間評価を導出した。特に端点評価の場合の平滑化評価を証明し、その応用としてエネルギ
ー臨界型の非線形項をもつ非線形消散型波動方程式に対する解の無条件一意性を証明した。また、測度空間上お
よび、外部領域上の非線形消散型波動方程式に対する解の時間大域解の存在と最大存在時間評価、FLRW時空など
の曲がった時空における非線形波動方程式の解の有限時間爆発、線形消散型波動方程式の解の漸近展開、非線形
消散型梁方程式に対する解の漸近挙動、力学的境界条件をもつ非線形波動方程式の数値解析についての成果を得
た。

研究成果の概要（英文）：For damped wave equations describing the wave propagation with friction and 
resistance effects, the time-space estimates so-called smoothing estimates of the solutions were 
derived. In particular, we proved the smoothing estimates in the end-point case, and as its 
application, we showed the unconditional uniqueness for the solution to the nonlinear damped wave 
equation with energy-critical nonlinearity. Besides, several achievements on the global existence 
and the estimates of maximal existence time of the solution to the nonlinear damped wave equation on
 measure spaces and exterior domains, the finite time blow-up of solutions to nonlinear wave 
equations in curved spacetimes such as the FLRW spacetime, the asymptotic expansion of solutions to 
linear damped wave equations, and the asymptotic behavior of solutions to nonlinear beam equations, 
the numerical analysis for nonlinear wave equations with dynamical boundary conditions were 
obtained.

研究分野： 解析学

キーワード： 消散型発展方程式　平滑化評価　適切性　時間大域解　一意性　漸近挙動　解の爆発　数値解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
消散型波動方程式は、摩擦や抵抗などの効果を考慮した波の伝播を記述する偏微分方程式であり、伝送線路理論
の基礎方程式や、宇宙論に現れる曲がった時空の中での光の伝わり方を記述するのに用いられる。このような物
理現象の数理モデルとして現れる偏微分方程式について、解の存在・一意性・漸近挙動などの基本的な性質を数
学的に調べることは、微分方程式の理論としてだけでなく、例えば数値シミュレーションの正当性を理論的に保
証するなど、応用的な観点からも重要である。本研究では、上記の数理モデルに対する理論的研究および、コン
ピュータによるシミュレーションを含む数値解析的研究を実施した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 摩擦や抵抗の効果を伴いながら時間発展する物理現象を数学的に記述する数理モデルは，一
般に消散型発展方程式とよばれる．数理モデルの具体例としては，伝送線路中の電圧・電流など
の摩擦や抵抗の効果により減衰する波の伝播を記述する消散型波動方程式や，梁の振動を記述
する消散型梁方程式などがある．また，FLRW 時空を始めとする曲がった時空の中を伝播する
波動現象を記述する波動方程式にも，このような消散効果が現れることが知られている． 
 発展方程式を理論的あるいは数値的に解くことによって，その系の未来の状態を予測するこ
とが可能となる．その際に，まず理論的に基本的となるのが，方程式の解の存在・一意性・初期
値連続依存性の性質である．これらを合わせた概念を Hadamard の意味の「適切性」とよぶ．
これらを理論的に証明することは，その数理モデルが実際の物理現象を正しく近似できる妥当
性を有することを保証するために必須となる．また，偏微分方程式の理論的研究において，適切
性に加えて，解の時間経過に伴う振る舞いの特徴を見出すことは重要である．特に十分時間が経
過した後の解の振る舞い（時間減衰評価・漸近形など）である漸近挙動は，その数理モデルの特
徴をよく反映したものとなっている．これらを理論的に解析することで，シミュレーションの妥
当性を保証したり，物理現象についての新しい知見を得ることが可能となる． 
  
発展方程式の初期値問題の適切性・漸近挙動の研究は長い歴史を持つが，特に1960年代以降，

線形方程式の時間減衰評価などの漸近挙動を応用して非線形性を制御する方法が開発され，非
線形発展方程式の適切性に関する研究が大きな進展を遂げた．非線形波動方程式の研究では，
1970 年代以降，平滑化評価式（Strichartz 評価式）とよばれる解の時空間評価式の有用性が見
出され，2000 年代に入るとさらに凝集コンパクト性の議論と結びつき，初期値に小ささを仮定
しない場合の解の大域的な挙動が研究された．一方で消散型波動方程式については，1990 年代
以降に消散構造に着目した解の漸近挙動の研究が大きく進展した．特に非線形問題については，
初期値が小さい場合の解の漸近挙動についてはだいたいの全体像が明らかにされたと言ってよ
い状況にある．しかしながら，初期値の小ささを仮定しない場合は，平滑化評価式が整備されて
いなかったことにより未解明の状態が続いていた． 
 
２．研究の目的 
 本研究では，消散型波動方程式に対する平滑化評価式を導出し，非線形問題に対し，初期値に
小ささを仮定しない枠組みで解の性質を調べる問題へと応用を行う．特に，(1) 解は十分時間が
経過した後は対応する熱方程式の解に近い漸近挙動をもつ (2) 解の特異性などの定性的性質は
波動方程式に近い，という消散型波動方程式の特性に着目した解析を行う．さらに，本研究の解
析手法を消散型梁方程式，FLRW 時空における非線形波動方程式へと応用する． 
  
 
３．研究の方法 
 (i) 定数係数の線形消散型波動方程式に対し，Inui (2019)により，端点の場合を除く指数組に
対する平滑化評価式が導出された．この結果では許容指数の範囲が通常の波動方程式よりも広
く取れることが示され，これは方程式の消散構造が影響したものと思われる．本研究では，残さ
れた端点の場合について平滑化評価式の証明を行う．証明には Ikeda-Inui-Okamoto-
Wakasugi(2019)で示した線形解の Lp-Lq 型評価式と，波動方程式の端点評価を示した Keel-
Tao(1999)の手法を組み合わせて用いる．さらに，得られた端点評価の応用として，エネルギー
臨界のべき乗型非線形をもつ非線形消散型波動方程式について，初期値問題の無条件一意性を
証明する．無条件一意性は解のクラスに Strichartz 空間などの補助空間を課さずに，より広い
エネルギー空間での一意性を主張するものであり，非線形波動方程式については
Planchon(2003)や Bulut-Czbak-Li-Pavlovic-Zhang(2013)により証明されていたが，非線形消散
型波動方程式については未解決であった． 
 (ii) 変数係数の線形消散型波動方程式について，解の長時間挙動についての解析を行う．変数
係数の場合には，解の詳細な漸近挙動が完全には分かっておらず，将来的に平滑化評価式を研究
する上でまず解の減衰評価や漸近形について調べる必要がある．摩擦項が空間変数に依存する
場合には，Wakasugi(2014)や Sobajima-Wakasugi(2016-2019)の研究により，解が時間無限大
で対応する熱方程式の解に漸近することが分かっていた．そこで本研究ではさらに解の高次漸
近展開を考察する．解析には Sobajima(2020)で導入された解の分解を用いる方法と，Sobajima-
Wakasugi(2019)で導入した超幾何関数を重みとするエネルギー法を組み合わせることで行う． 
 (iii) 全空間以外の定数係数消散型波動方程式については，Fourier 解析やそれをもとにした解
表示が使えないという問題から，まだ多くの問題が残されている．本研究では外部領域での非線
形消散型波動方程式およびより一般の測度空間上の非線形消散型波動方程式に対する基本的な
解析手法を構築し，平滑化評価式による大域挙動解析のための足掛かりを作る．研究方法として
は，スペクトル分解を用いた線形評価の導出と，Nash 型不等式を用いた非線形評価を組み合わ



せて解析を行い，時間大域解の存在およびシャープな最大存在時間評価の導出を行う． 
 (iv) FLRW 時空および de Sitter 時空における非線形波動方程式に対して，解の時間大域解・
有限時間爆発の閾値となる臨界指数の導出を行う．まず解の爆発について研究を実施し，常微分
方程式の Kato’s lemma および Zhou-Han(2014 年)による特殊関数を用いたテスト関数法を修
正して適用し，解の有限時間爆発および最適な最大存在時間の評価を行う． 
 (v) 非線形の消散型梁方程式に対して，時間大域解の存在および漸近挙動の決定についての研
究を行う．応用上重要な変数係数をもつ場合を考察し，係数が十分大きい場合に，解が対応する
放物型方程式の熱核に漸近することを示す．研究手法としては，Gallay-Raugel(1998)により導
入された scaling variables という変数変換を用いる方法を適用する． 
 (vi) 非線形波動方程式に対する，安定な数値計算スキームの導出および数値シミュレーショ
ンを行う．特に，重りを付けた棒の振動を記述する力学的境界条件を伴う問題を考察し，
Furihata(2001)による離散変分導関数法を用いた構造保存型の数値計算スキームの導出を行う． 
 
４．研究成果 
(i) 定数係数の消散型波動方程式について，端点における平滑化評価式を証明し，その応用と

してエネルギー臨界の非線形項をもつ非線形消散型波動方程式に対する無条件一意性を示した．
非線形問題の解析において，非線形項の評価のために波動方程式の場合と異なり非斉次の
paraproduct 評価が必要となったが，これらを新たに証明し整備することで必要な評価を得た．
（戍亥隆恭氏（大阪大学）との共同研究，J. Evol.Eq. (2021)に掲載） 
(ii) 変数係数の摩擦項をもつ線形消散型波動方程式に対して，Sobajima-Wakasugi(2019)で導

入された超幾何関数を重みとするエネルギー法の改良を行い，これを用いることで，先行研究で
仮定されていた係数の球対称性などの条件を取り除き，最も一般的な仮定のもとで解の漸近形
の決定を行なった．（側島基宏氏（東京理科大学）との共同研究，J. Math. Soc. Japan (2021)
に掲載） 
また，解の高次漸近展開について考察し，Sobajima(2020)の手法と，新たに逐次的にエネルギ

ー評価を繰り返す手法を開発し組み合わせることで，非斉次放物型方程式の解を用いた高次漸
近展開の成果を得た．（側島基宏氏（東京理科大学）との共同研究，Asymptotic Analysis (2023)
に掲載） 
また，これらの手法の非線形問題への応用として，吸収的非線形項をもつ非線形消散型波動方

程式の解の減衰評価を考察し，Nishihara(2010)の先行研究を一般化し，非線形項・摩擦項の減
衰度・初期値の減衰度から解の減衰レートを決定する結果を得た．（Math. Meth. Appl. Sci. 
(2023)に掲載） 
(iii) 外部領域における非線形消散型波動方程式に対して，空間２次元かつ臨界的非線形項の

場合に，初期値に球対称性の仮定を課した上で最適な最大存在時間評価を証明した．証明におい
て，球対称性の仮定を用いることで２次元線形問題について最大値原理が適用できることと，そ
れを用いた解の L1 評価，非線形項の Nash 型評価などの新しい解析手法を導入した．（池田正弘
氏（理化学研究所），側島基宏氏（東京理科大学），谷口晃一氏（東北大学）との共同研究，preprint） 
また，外部領域，多様体上の問題，ポテンシャル付きの問題，フラクタル図形上の問題等を含

む一般の測度空間上での非線形消散型波動方程式について研究を行い，スペクトル分解を用い
た線形評価の導出と時間大域解の存在への応用を行なった．（池田正弘氏（理化学研究所），谷口
晃一氏（東北大学）との共同研究，Evol. Eq. and Control Theory に掲載予定） 
(iv) Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW)時空における非線形波動方程式に対して，

まず scale factor が減速膨張の場合を考察した．非線形波動方程式および非線形熱方程式の臨
界指数としてよく知られた Strauss 指数，藤田指数に scale factor の効果を入れて修正した指
数を新たに定義し，非線形項の指数がこれらの最大値以下の場合に初期値問題の解の有限時間
爆発が起きることを証明した．まず，臨界指数が Strauss 型となる場合には，Kato(1980), 
Takamura(2015)で用いられた常微分不等式についての Kato’s lemma を修正して応用すること
で解の爆発を得た．臨界指数が藤田型となる場合には，Zhang(1999), Mitidieri-Pohozaev(2001)
らによるテスト関数法を適用して用いた．また，ちょうど臨界ケースの場合の評価には，Zhou-
Han(2014)による特殊関数を重みとするテスト関数法および，Ikeda-Sobajima(2019)による修正
型のテスト関数法をそれぞれ用いた．（津田谷公利氏（弘前大学）との共同研究，J. Math. Phys. 
(2020), J. Math. Anal. Appl. (2021)に掲載） 
さらに，scale factor が加速膨張の場合および，de Sitter 時空の場合についても考察を行い，

これらの場合はすべての非線形項について解の爆発を示した．（津田谷公利氏（弘前大学）との
共同研究，Reviews in Math. Phys. (2022)，P.D.E. and Appl. (2022)に掲載） 
(v) 変数係数をもつ非線形の消散型梁方程式について，時間大域解の存在および漸近挙動の決

定を行なった．係数が十分大きい場合に，解が対応する放物型方程式の熱核に漸近することを証
明した．証明は，scaling variables の方法と重み付きエネルギー法を適用することにより行な
った．（M. Hamza 氏（Imam Abdulrahman Bin Faisal University），吉川周二氏（大分大学）と
の共同研究，Disc. Conti. Dyn. Sys. (2024)に掲載） 
(vi) 力学的境界条件をもつ非線形波動方程式について，離散変分導関数法を用いた構造保存

差分スキームの導出を行なった．さらに非線形項が半線形の場合に，離散化した差分方程式に対
する理論的な解の存在証明および，真の解との誤差評価を与えた．また，具体的ないくつかの非



線形モデルに対する数値シミュレーションを行なった．（梅田晃裕氏（愛媛大学），吉川周二氏（大
分大学）との共同研究．Applied Numerical Mathematics (2021)に掲載） 
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