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研究成果の概要（和文）：本課題では、炉心プラズマの運動論に関連した理論・シミュレーション研究を展開し
た。磁場閉じ込めプラズマのような長時間計算において温度などの基礎的な物理量を正確に記述することを目的
として、エネルギーや運動量を厳密に保存する数値アルゴリズムの開発を行った。また、これと並行して、運動
論シミュレーションで用いられる電磁場のモデルについて理論的に考察し、数値シミュレーションに適用しやす
い新しい定式化を行い、理論と数値シミュレーション法の両面から研究を行った。

研究成果の概要（英文）：In this study, we conducted theoretical and simulation research related to 
the kinetic simulation of fusion plasmas. In order to accurately describe fundamental quantities 
such as temperature in long-time calculations, such as those for magnetically confined plasmas, by 
developing numerical algorithms that rigorously conserve energy and momentum. Additionally, we 
theoretically examined the model of electromagnetic fields used in kinetic simulations. We proposed 
a new approach that is easily applicable to numerical simulations, and conducted research from both 
theoretical and numerical simulation perspectives.

研究分野： プラズマ物理学

キーワード： プラズマ物理学　数値シミュレーション　運動論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
フュージョンプラズマにおける乱流輸送は、壁へのダメージの原因となる熱流束を決定づける要因の一つであ
る。これを正確に予測できるシミュレーション手法の開発は、フュージョンエネルギーの実現化に大きく貢献し
うるものである。また、プラズマは電磁場と相互作用するため、相互にエネルギーなどの交換が行われる。エネ
ルギー収支を正しく記述するシミュレーションを実行するためには、支配方程式に対する数学的変形が必要不可
欠であり、そのような変形を再現できる数値技法の開発は学術的に意義のあるものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 磁場閉じ込め核融合ではアルファ粒子はまず電子を加熱し，衝突の結果として電子からイオ
ンにエネルギーが受け渡されるため，電子の輸送現象を理解することが肝要である．このような
磁化プラズマ中の輸送現象に対する第一原理計算手法は full-f 電磁ジャイロ運動論であるが，現
時点で実用化されている full-f コードは静電ジャイロ運動論に制限されている．電子は質量が小
さく磁場揺動の影響を受けやすいため，運動論的電子に起因する電子熱輸送や粒子輸送を正し
く理解するには，full-f 電磁ジャイロ運動論コードの開発が必須である． 
 
２．研究の目的 
 当初は電磁ジャイロ運動論に対するアルゴリズム開発を目的に据えていた．しかしながら，電
磁ジャイロ運動論が静電ジャイロ運動論に対して優位性を持つ核融合プラズマの周辺部におい
ては，ジャイロ近似の妥当性に対して疑問符のつく場面も散見される．そこで，ジャイロ平均を
行わないより第一原理的な支配方程式系である，６次元 Vlasov-Darwin 系に対する構造保存ア
ルゴリズム開発に方針転換を行った． 
 Vlasov-Darwin 系は Vlasov-Maxwell 系から電磁波の寄与を落とした方程式系であり，非相
対論的な振る舞いを示す磁場閉じ込めプラズマに対する第一原理方程式と言える．この系では，
荷電粒子の位相空間中における移流現象を扱うとともに，楕円型偏微分方程式により電磁ポテ
ンシャルを計算する．そのため，Vlasov-Darwin 系においてエネルギー保存則に代表される基
礎的な物理法則を満足するには，双曲型方程式と楕円型方程式を自己無撞着に離散化して解か
なければならず，そのような手法を発見するに至っていないという課題があった． 
 そこで本研究では，Vlasov-Darwin 系に代表される運動論シミュレーションに対して，解析
的な関係式を離散的に満足することで保存則などを満足することを目指し，構造保存アルゴリ
ズム開発を行うことを目的とする． 
 
３．研究の方法 
 本課題では，構造保存数値アルゴリズム開発と物理モデルに対する理論的考察の両面から研
究を行った．前者の構造保存アルゴリズム開発では，Rosenbluth-Fokker-Planck 衝突項に対す
る運動量・エネルギー保存スキーム，粒子法と差分法の特徴を併せ持つ Hybrid Lagrangian-
Eulerian (HLE) 法の提案，Vlasov-Darwin 系に対する正準運動量・ハミルトニアン保存スキー
ムの開発を行った．これらの数値アルゴリズムに対する研究では，支配方程式が有する解析的な
数学的構造を調査し，それを離散的に再現する数値技法を用いることで，保存則に代表される物
理法則を満足する手法を構築することを目指した．後者の物理モデルに対する理論的考察では，
電磁気学における Darwin 近似を Coulomb ゲージのみならず Lorenz ゲージにおいても成立す
るように，近似手法の見直しを行った．この研究成果は，先に述べた Vlasov-Darwin 系に対す
る保存スキーム開発にも反映されている． 
 
４．研究成果 
 ここでは，本課題の時系列に合わせて，(i) Rosenbluth-Fokker-Planck 衝突項に対する保存
スキーム開発，(ii) HLE 法の提案，(iii) Lorenz ゲージに対する Darwin モデルの拡張，(iv) 
Vlasov-Darwin 系に対する保存スキーム開発，の順に研究成果を報告する． 
 
４．１．Rosenbluth-Fokker-Planck 衝突項に対する保存スキーム開発 
 Rosenbluth-Fokker-Planck 衝突項は，Coulomb 衝突による小角度散乱をモデル化した方程
式であり，速度空間における非線形移流拡散方程式に相当する Fokker-Planck 衝突項と，楕円
型 方 程 式 の 解 と し て 求 め ら れ る
Ronsenbluthポテンシャルから構成され
る．この系は積分微分方程式である
Landau-Fokker-Planck 方程式と等価で
あることが証明されており，したがって，
運動量・エネルギー保存則が成立するこ
ともまた自明である．しかしながら，
Rosenbluth 形式単体での保存則の証明
方法は議論がなされた例がほとんどな
く，特に異種粒子衝突における保存則の
証明は困難であると理解されてきた．本
研究では，積分形で保存則を議論する際
の体積分項に着目し，粒子種 s と s'に関
して歪対称な体積分項が得られるように
部分積分を繰り返し行った結果，

図１．保存スキームは長時間計算においても温

度の非物理的な減少を抑制する． 



Rosenbluth 形式における運動量・エネルギー保存則に対する解析的な証明を初めて与えた．こ
の結果より，Rosenbluth-Fokker-Planck 衝突項に対する保存スキームを開発するには，部分積
分を離散的に保持するような離散化手法を構築しなければならないという拘束条件が得られた
ため，弱形式の離散化に適した不連続 Galerkin 法を選定して保存スキームの構築を試みた．図
１に示すように，開発した保存スキームを用いれば，非物理的な温度の低下に起因する数値不安
定性を回避できることが確認できる．このような議論の結果，四半世紀に渡り不可能であると理
解されてきた，異種粒子衝突に対する Rosenbluth-Fokker-Planck 衝突項のための，質量・運動
量・エネルギー保存スキームが実現可能であることを証明した． 
 
４．２．HLE 法の提案 
 Particle-in-cell (PIC) 法は運動論プラズマに対する数値計算法として広く知られており，
Vlasov 方程式の差分計算と比較して計算精度の観点では劣るものの，比較的少ない計算コスト
で物理の議論が可能であることから，プラズマの理工系研究においてしばしば用いられる数値
計算法である．しかしながら，これまで半世紀以上にわたり PIC 法における保存則の議論がな
されてきたが，エネルギー保存則を満たそうとすれば運動量保存則が破られ，運動量保存則を満
たそうとすればエネルギー保存則が破られるというジレンマを解決できずにいた．本研究では，
このようなジレンマの原因が粒子法と差分法の連結方法にあると仮説を立てた．これに対する
解決方法として，粒子の速度空間における振る舞いは PIC 法と同様に Lagrange 的に離散化す
る一方，空間の離散化は Maxwell 方程式との離散的な自己無撞着性を考慮して Euler 的に離散
化する，HLE 法を提案した．このような方針に基づいて開発した手法を用いて数値実験を行っ
た結果，速度空間を Lagrange 的に扱う運動論スキームとしては世界で初めて，運動量保存則と
エネルギー保存則を両立可能であることを実証した． 
 
４．３．Lorenz ゲージに対する Darwin モデルの拡張 
 Darwin モデルは非相対論極限において成立する Maxwell 方程式のサブモデルであり，電磁
波の横波成分を無視したものである．このモデルは数値チェレンコフ放射による数値解の汚染
が生じず，真空中の光速度よりも十分遅いプラズマ現象の記述に適している．Darwin モデルの
提案以来，電磁ポテンシャルを用いてこの系を表す場合，Coulomb ゲージを用いなければなら
ないと考えられてきた．ジャイロ運動論のようにベクトルポテンシャルを磁場に対して平行な
成分と垂直な成分に分けて議論する場合には，Coulomb ゲージを用いるとスカラーポテンシャ
ルとベクトルポテンシャルの対称性が良くなり，理論的な見通しを立てやすくなるという特徴
がある．一方で，反変成分を用いてベクトルポテンシャルを記述する場合には，Lorenz ゲージ
を用いる方が方程式の対称性が良いため，数値スキーム開発の観点からも Lorenz ゲージに対し
て成立するように理論を拡張することが望ましいと考えられる． Maxwell 方程式から Darwin
モデルを導く過程を詳細に解析した結果，Coulomb ゲージを用いて２つの項を同時に落として
いるが，一方の項に関してはゲージ条件ではなく，横波を無視するという別の物理的要請に依存
して落とすべき項であることが判明した．Coulomb ゲージのみを考える場合は特に問題にはな
らないが，方程式に対してゲージ不変性を課すためには，ほとんど同じ見た目をしている２つの
項を別の根拠に基づいて取り扱う必要があるという結論が得られた．その副産物として，従来ま
ではエネルギーが保存量であると考えられてきたが，ゲージ変換に対して不変な保存量はハミ
ルトニアンであるという新たな物理的知見もまた得ることができた． 
 
４．４．Vlasov-Darwin 系に対する保存スキーム開発 
 Lorenz ゲージに拡張した Darwin モデルに関する理論的研究に引き続き，Vlasov-Darwin 系
に対する電荷・正準運動量・ハミルトニアン保存スキームの開発を実施した．前述の通り，Lorenz
ゲージではスカラーポテンシャル及びベクトルポテンシャルに対する楕円型方程式が対称形と
なる．そのため，対称性を離散化レベルで厳密に保証するために，同一の線形スキーム及び同種
の境界条件を用いてポテンシャルの離散化を行った．これにより，Vlasov 方程式及び Darwin
モデルから導かれる電荷保存則が自己無
撞着でなければならないという拘束条件
を離散化レベルで満足した．また，Vlasov
方程式に対する離散的な部分積分（部分和
分）を行うことで正準運動量及びハミルト
ニアンの保存則を導出することから，
Vlasov 方程式に対しても線形な中心差分
系スキームを選定した．このような開発方
針に基づき，Vlasov-Darwin 系に対する空
間３次元・速度３次元の完全保存スキーム
を開発した．スキームの開発後は，２流体
不安定性や Landau 減衰，Weibel 不安定
性などによる数値実験を実施し，図２に示
すように保存則が成立することを実証し
た． 

図２．Vlasov-Darwin 系における正準運動量

やハミルトニアンの保存を実証した． 
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