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研究成果の概要（和文）：機械学習では様々な非線形最適化問題が登場し、それらの問題を解くためのアルゴリ
ズムが必要である。本研究では、スパース最適化問題を解くためのニュートン型近接勾配法に関する研究を中心
に非線形最適化の研究を行なった。ニュートン型近接勾配法は目的関数が微分可能な関数と微分不可な関数の和
で表される最適化問題に対するアルゴリズムである。近接勾配法は微分可能な関数の１回微分の情報しか使用し
ない最急降下法に基づいた方法であるため、元問題の解を得るために多くの反復回数を要する。本研究では、２
回微分の情報を使用したニュートン型近接勾配法に注目して、新しいアルゴリズムを開発している。

研究成果の概要（英文）：Various nonlinear optimization problems appear in machine learning, and 
algorithms to solve these problems are necessary. This research focuses on studying nonlinear 
optimization, specifically proximal Newton-type methods for solving sparse optimization problems. 
The proximal Newton-type method is an algorithm for optimization problems where the objective 
function is sum of a smooth function and a non-smooth function. Proximal gradient methods, based on 
the gradient descent method that uses only the first order information of the smooth function, 
require many iterations to obtain the solution to the original problem. In this study, we focus on 
proximal Newton-type methods that use second order information, and we are developing new 
algorithms.

研究分野：非線形最適化

キーワード： 非線形関数　非平滑最適化　近接勾配法　ニュートン型近接勾配法　２次法
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、スパース最適化を中心に機械学習で登場する様々な非線形最適化問題に対するアルゴリズムの開発
および大域的収束性などの数学的な理論保証を行なった。汎化性能の高い機械学習モデルは複雑かつ大規模な問
題であるため、このような問題に対する数値計算アルゴリズムの提案と理論保証は重要であり、社会の様々な場
面で役立っている。さらには、今回開発したアルゴリズムのアイデアや数学的な理論保証は、今後の非線形最適
化を扱う分野でも重要な役割を担うことが期待される。以上のことから、本研究の学術的意義は大きい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 

１．研究開始当初の背景 

 数理最適化(計画) 問題は，自然科学，工学，社会科学など多種多様な分野で発生する基本的
な問題であり，こうした最適化問題を効率よく解くための数値計算アルゴリズムの研究は世界
中で活発に行われている．機械学習における最適化問題は，膨大なデータ(ビッグデータ) の活
用もあいまって，大規模かつ複雑な非線形最適化問題を扱う必要がある．一方で，それを解くた
めの方法がまだ不十分であるという課題が挙げられる．また，非線形最適化問題の一つとして，
機械学習の分野において，LASSO モデルなどの大量のデータから意味あるデータを取り出すス
パース性を誘導するモデル(スパースモデル) が注目を集めている．他にも，制約を多様体で表
現された非線形最適化問題などが機械学習で現れる．本研究は，機械学習で現れる非線形最適化
問題を解くアルゴリズムの開発と数学的な理論保証を目指す． 
 

２．研究の目的 

 最適化問題を効率よく解くための数値計算アルゴリズムの研究は世界中で活発に行われてい
る．ビッグデータの解析や機械学習への応用に関連して，ますます大規模な最適化問題を解く必
要性も増えてきた．特に，LASSO など，微分可能な関数と微分不可な関数の和で表される非線形
最適化問題が注目を集めており，非平滑な正則化付き最適化問題という枠組みのスパース最適
化問題の一つである．【目的１】本研究ではパース最適化問題に対する新しい数値計算アルゴリ
ズムを中心に，機械学習における非線形最適化アルゴリズムの開発と数学的な理論保証を目的
とする．また，非平滑な正則化付き最適化問題の新しいスパースモデルの開発と応用や，理論的
な性質について深掘りを行う． 
 スパース最適化問題の他にも多様体上の最適化問題や箱型制約付き最適化問題など，様々な
クラスの非線形最適化問題が現れる．【目的２】本研究ではスパース最適化問題以外にも，機械
学習で重要とされている大規模な最適化問題に対する数値計算アルゴリズムの開発を行う． 
 本研究の目的は以下のようにまとめられる． 

【目的１】スパース最適化問題に対する数値計算アルゴリズムの開発とその分析と応用 

【目的２】スパース最適化問題以外の非線形最適化問題に対する数値計算アルゴリズムの開発 

 いずれの目的に対しても，大規模な問題に対する数値計算アルゴリズムとしては，問題の 1回
微分（１次）の情報である勾配を用いた１次法が主流であるが，問題の 2回微分（２次）の情報
を使用した２次法の方が優れているとされている．しかしながら，２次法は 1回の計算コストや
使用するメモリの多さから，大規模な問題に対して適用が難しい．本研究では，大規模な問題に
対して，２次の情報を取り込む数値計算アルゴリズムの開発を行う． 
 

３．研究の方法 

 これまでに，微分可能な無制約最適化問題を解くための数値計算アルゴリズムとして，メモリ
ーレス準ニュートン法や非線形共役勾配法などの大規模な問題に対する数値計算アルゴリズム
の研究を行ってきた．メモリーレス準ニュートン法は，数値計算を行う際にメモリを抑えつつも
高速に問題を解くための準ニュートン法である．本研究では，これまでに開発した微分可能な無
制約最適化問題に対するメモリーレス準ニュートン法を微分できない問題への拡張【目的 1】や、
制約付き最適化問題への拡張【目的 2】を試みる．また，メモリーレス準ニュートン法のアプロ
ーチとは異なる２次の情報を取り入れたアルゴリズムの開発を試みる． さらに，アルゴリズム
の理論的な解析を行う． 
 

４．研究成果 

【目的１】スパース最適化問題に対する数値計算アルゴリズムの開発とその分析と応用 

（１）ニュートン型近接勾配法に関する研究 

 LASSO などの非平滑正則化付き最適化問題は微分可能な関数と微分不可能な点を含む正則化
関数の和の最小化問題である．通常は最急降下法に基づいた近接勾配法という１次法が広く使
われているが，近年では，２次法として目的関数の曲率情報を取り込んだニュートン型近接勾配
法(Lee et al.,2014)が提案されている．近接勾配法の部分問題として近接写像を計算する必要
があるが，LASSO で扱われる L1 正則化など多くの問題において，一般的な近接勾配法の近接写
像は解析的に求まるといった利点がある．他方，ニュートン型近接勾配法の利点は，１回微分



の情報のみを使用した近接勾配法よりも少ない反復回数で解を得られることである．しかしな
がら，ニュートン型近接勾配法は，近接写像の計算に２回微分の情報を含んだ重み行列が入るこ
とにより，１反復あたりの計算コストが膨大になってしまうという欠点を持つ．そのため，ため
の部分問題は反復法を使って解く必要があり，部分問題の正確な解を求めることは困難かつ計
算コストが高価であるという欠点を持つ．さらに，大域的収束性の解析において重み行列が一様
正定値対称行列であることが重要になる．本研究では，これらの欠点を克服または改善すること
を目的としたニュートン型近接勾配法に関する研究を行い，以下の成果を挙げた． 
1. 近接写像を非厳密に計算する非厳密ニュートン型近接勾配法とメモリーレス準ニュートン
法を組み合わせた方法を提案した．重み行列として，以前に研究した Broyden 公式族を用
いたメモリーレス準ニュートン法に修正セカント条件の補正を加えることで，行列が一様
正定値性を保証した．また，重み付き近接写像の計算コスト軽減のために，非厳密に部分問
題を解く方法に注目し，その場合にも大域的収束と局所的収束性を数学的に証明した．さ
らに，提案したその重み行列の固有値を数学的に評価することに成功し，その固有値を用
いて重み付き近接写像を効率的に計算するアルゴリズムを構築した．数値実験を通じて，
既存手法と比較を行うことで有効性を示した．  

2. 前述の通り，ニュートン型近接勾配法のパフォーマスは，重み付き近接写像の計算コスト
がボトルネックになっている．Becker et al. (2019)は重み行列がランク r更新(r は正の
整数)である場合に，重み付き近接写像の計算と等価な r次元の半平滑な非線形方程式を導
出し，ランク１更新の場合の非線形方程式を高速かつ正確に解くアルゴリズムを開発して
いる．Becker et al.のアルゴリズムを利用して，本研究ではランク１更新の更新公式であ
るメモリーレス対称ランクワン公式を使用したニュートン型近接勾配法を開発した．さら
に，局所的な収束率の評価として，数学的にタイトな理論評価を行った． 

3. スパース最適化問題における微分可能な関数が非線形最小 2 乗問題という問題に対する数
値計算アルゴリズムを開発した．非線形最小 2 乗問題はデータの当てはめなど，複雑で難
しい問題ではあるが，汎用性の高いという利点がある．一般の微分可能な非線形最小 2 乗
問題に対する方法である構造化準ニュートン法をスパース最適化の問題に拡張し，新しい
ニュートン型近接勾配法を提案した．構造化準ニュートン法で使用する更新行列を数学的
に評価することで，行列が一様正定値性を保証し，アルゴリズムの大域的収束性を示した． 

4. スパース最適化問題における正則化の関数が非凸という，扱いにくいが汎化性能の高い機
械学習モデルがある．本研究では正則化関数が凸関数と凸関数の差で表せる Difference of 
Convex function (DC)関数である問題に対して，新しいニュートン型近接勾配法を提案し
た．これは DC アルゴリズムと呼ばれる方法とこれまでに取り組んだニュートン型近接勾配
法を組み合わせた非厳密ニュートン型近接DCアルゴリズムを開発および提案手法の大域的
収束性を保証した．さらに，非厳密ニュートン型近接 DC アルゴリズムの収束性を保証しつ
つ，Becker et al. (2019)の提案した非線形方程式を非厳密に解くアルゴリズムを開発し
た． 

5. 一般的な重み付き近接写像の重み行列は密な行列であり，その重み付き近接写像の計算が
困難である．そこで，対角行列を重みとした近接写像が閉形式で計算ができることに注目
して，ヘッセ行列の対角成分だけを取り入れた近接対角ニュートン法を開発した．さらに
近接対角ニュートン法に Nesterov の加速法を加えたアルゴリズムの開発した． 
 

（２）非凸なスパース最適化のアルゴリズムの分析とその応用 

 スパース最適化問題の枠組みの一つとして，微分不可能な点を含む DC 関数に対して，近接勾
配法の方法によって生成される点列は停留点に収束することが知られている．本研究では停留
点よりも強い最適性条件として知られている「方向停留点」に近接勾配法やその亜種による点列
が収束することを示した．数値実験を通じて、近接勾配法とは別のアプローチの最適化手法であ
る近接 DC アルゴリズムと近接勾配法の比較を行い，方向停留点に収束する近接勾配法系統の方
法が近接 DC アルゴリズムより目的関数値の小さい解に収束することを検証した． 
 さらに，刈込 LASSO 罰則と呼ばれる関数と回帰モデルを組み合わせた非凸なスパースモデルを
拡張して，外れ値のデータを変数とし，外れ値に刈込 LASSO 罰則の正則化を加えた最適化問題を
考案した．この問題をスパースロバスト回帰モデルと呼ぶ．この問題は２種類の変数を持ち，そ
れぞれの変数に正則化が掛かっている問題である．このような問題に対しては，Proximal 
Alternating Linearized Minimization (PALM)と呼ばれる方法が知られている．本研究では PALM
に非単調直線探索と Barzilai-Borwein 法を適用した General PALM (GPALM)を開発し，近接勾配
法と同様に点列が方向停留点に収束することを証明した． 
 応用として，２つの画像を比較するためのイメージレジストレーション（画像の位置合わせ）
にスパースロバスト回帰モデルを応用した．画像の位置合わせの際に，一つの画像に大きなノイ
ズが含まれた際にも，外れ値として処理し，位置合わせの精度への影響を抑えることに成功した． 
 

【目的２】スパース最適化問題以外の非線形最適化問題に対する数値計算アルゴリズムの開発 



（１）上下限制約付き最適化問題に対する有効制約法 

決定変数に上限と下限の制約が設けられている制約付き最適化問題は，基本的な制約付き最適
化問題の一つであり，応用範囲の広い問題である．本研究ではこの問題に対する２種類の数値計
算アルゴリズムを開発した． 
1. 上下限制約付き最適化問題を解くための手法として有効制約法に注目した．有効制約法は
効いている制約のみを考え，次元を縮約し，その次元での無制約最適化のアルゴリズムを
適用する反復法である．次元を縮約してもなお，問題の規模が大きいため，ニュートン法を
適用することが困難であることがしばしばある．本研究では，メモリーレス準ニュートン
法に基づいた有効制約法を開発した．提案手法の大域的収束性を保証するとともに，数値
実験を通じて，既存の有効制約法と比較し，有用性を示した． 

2. システム制御において，モデル予測制御などでは上下限制約が多く含まれ，逐次的に多く
の最適化問題を解くことから，より効率よく問題を解くアルゴリズムが必要である．モデ
ル予測制御では，変数の属性ごとに独立した性質を持つ上下限制約付き最適化問題を扱う
ことが多い．本研究では Barzilai-Borwein (BB)法に基づいた有効制約法が提案されてお
り，BB 法とは最急降下法の探索方向にある種のスケーリングを施した方法ではある．今回，
対象としている問題のように，各要素に対応する問題の性質が異なる問題に対して，全て
の要素に対して同じスケーリングを施すBB法は得策であるかどうかはわからない．実際に，
応用上の最適化問題を解いた際に，要素ごとに値の差が非常に大きくなり，数値的不安定
な状態が発生し，問題を解くことができないことが多々あった．そこで,  要素をブロック
分割し，属性ごとに異なるスケーリングを施す有効制約ブロック BB 法を開発した． 

 

リーマン多様体上の最適化問題に対する準ニュートン法 

リーマン多様体上の最適化問題とは，変数が多様体上に乗っているという制約を持った最適化
問題のことである．この問題の特徴は，ユークリッド空間上（いわゆる平面上）の制約付き最適
化問題を，制約を曲がった空間で表現することにより，その空間上では無制約最適化問題（制約
がない最適問題）として扱うことができる．実際に，主成分分析や固有値問題など多くの実用的
な問題をリーマン多様体上の最適化問題として定式化することができ，近年の機械学習で注目
を集めている問題の一つである．リーマン多様体上の無制約最適化問題に対するアルゴリズム
の多くは，古くからあるユークリッド空間上の最急降下法や非線形共役勾配法，ニュートン法，
準ニュートン法を多様体上のアルゴリズムに拡張したものである．特に，大規模なリーマン多様
体上の問題に対する数値解法として，非線形共役勾配法や準ニュートン法は活発に研究されて
いる．本研究では，ユークリッド空間上のメモリーレス準ニュートン法をリーマン多様体上のア
ルゴリズムに拡張した手法を提案し，その収束性を数学的に解析した． 
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