
広島大学・先進理工系科学研究科（理）・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１５４０１

挑戦的研究（萌芽）

2023～2020

一般ホッジ予想とヒルベルトスキームに対するレフシェッツ・ミルナー理論

Generalized Hodge conjecture and Lefschetz-Milnor theory for Hilbert schemes

１０２３５６１６研究者番号：

島田　伊知朗（Shimada, Ichiro）

研究期間：

２０Ｋ２０８７９

年 月 日現在  ６   ６   ５

円     3,300,000

研究成果の概要（和文）：Hodge 構造は複素代数多様体の重要な不変量である．Hodge 構造を用いて複素代数多
様体のコホモロジー環という位相的なデータとその部分多様体の族という代数的なデータをつなぐ予想である一
般 Hodge 予想が定式化される．このHodge 構造を具体的な複素代数多様体のいくつかの例に対して詳細に調べ
ることを目標として研究を行った．特に，近年計算機の発達に伴い実用的なものとなった，周期の数値的計算に
よるHodge 構造の決定への応用を目的として代数多様体の位相的サイクルの研究を行い，直線配置で分岐する2
重平面に対して，その中間次元ホモロジー群の明示的な基底を与え，格子としての構造を記述した．

研究成果の概要（英文）：The Hodge structure is an important invariant of complex algebraic 
varieties, and is used to formulate the general Hodge conjecture, which connects the topological 
data of the cohomology ring of a complex algebraic variety with the algebraic data of its families 
of subvarieties. The goal of this research is to investigate this Hodge structure in detail for some
 examples of concrete complex algebraic varieties. In particular, we studied topological cycles of 
algebraic varieties with the aim of applying them to the determination of Hodge structures by 
numerical computation of periods, which has become practical in recent years due to the development 
of computers.In particular, we describe the middle homology group of a double affine plane branched 
in a nodal real arrangement.　

研究分野： 代数幾何学

キーワード： 周期　ホモロジー群　二重平面　Hodge 構造　消失サイクル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Hodge 予想は クレイ研究所が発表したミレニアム問題の一つであり，コホモロジー環のHodge 構造という複素
代数多様体の線形的なデータからもとの複素代数多様体の部分多様体がどれだけ復元できるかということについ
ての予想である．計算機の性能の向上により，具体的な複素代数多様体に対して，Hodge 構造，すなわち周期に
数値的にアプローチする方法が開かれた．この研究においては，このアプローチの一例としてある代数曲面に対
しその中間次元のホモロジー群を明示的に記述した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
一般 Hodge 予想は，非特異複素射影代数多様体の Hodge 構造という位相的かつ線形的なデ

ータから，その多様体上の部分多様体の存在（これは優れて非線形な問題である）を導くことが
できるという予想であり，Tate 予想と並んで，代数幾何学における非常に重要な未解決問題の
ひとつである．しかしながら，現在までのところ，この予想に関して非自明な事実を述べた例は
ごくわずかしかない．その原因の一つは，一般的に Hodge 構造というのは代数多様体の変形の
もとで連続的に変動する超越的な量であり，その計算と具体的な記述が著しく困難であるとい
う点にあると考えられる．周期写像の全射性などを用いることにより非自明な Hodge 構造をも
つ代数多様体の存在はわかるのだが，その具体的な構成はとても難しいというのがよく見られ
る状況である．  
 
２．研究の目的 
与えられた複素代数多様体に対して，その Hodge 構造を具体的に調べ，一般ホッジ予想を検証

する．そのために，複素代数多様体をトポロジカルな観点から明示的に記述し，数値的代数幾何
学の手法を用いて, 周期の数値計算から Hodge 構造を記述することを目指す．この方法はまだ
射影空間内の曲面や特別な Calabi-Yau 3-fold にしか適用されていないが，その高次元への拡張
を目指す．また，複素代数多様体の位相幾何学的研究に有用な各種の計算ツールを準備する．さ
らにこの方法においては，位相的サイクルのなす交差形式，すなわち格子の構造が重要である．
位相的サイクルの交点を計算するための方法を蓄積する． 
 

 
３．研究の方法 
計算機と計算代数ソフトウェアの発達により，複素代数多様体の周期を数値積分により高精度

で計算することが可能となった．この数値計算を Lenstra–Lenstra–Lovasz による格子基底還
元アルゴリズムと組み合わせることにより，複素代数多様体の Hodge 構造を高い確率で正しく
求めることが可能になる．もちろん，数値積分は近似値を与えるに過ぎないので，この方法は
Hodge 構造を数学的に厳密に求めるものではない．しかしながら，これにより一般ホッジ予想を
調べるための非自明な実験サンプルを多数構成することが可能になると期待される．そのため
に，数値積分の台となる複素代数多様体上の位相的サイクルを明示的に記述する．さらにこれら
の位相的サイクルの交点数を求めることで，複素代数多様体のコホモロジー群の格子としての
構造を求める． 
  
４．研究成果 
 
(1) Quebbemann(1984)の構成を一般化することによりランク 64 の extremal な偶格子を多数構

成した．これらの格子が同型でないことを示すために最小ノルムのベクトルの交点数を全て 
計算するという方法を用いた．この構成によりおそらく膨大な数の extremal 偶格子の同型   
類が構成できると期待される． 

 
(2) 複素エンリケス曲面上の有理 2重点を全て分類した．また，Simon Brandhorst との共同研

究により，エンリケス曲面のネロン・セヴェリ格子（のグラム行列を 2倍にしたもの）の, 
階数 26 のユニモジュラーな双曲偶格子への埋め込みを分類し，これらが simple 
Borcherds タイプであることを示し，対応する基本領域の形を具体的に求めた．さらに，こ
れらの埋め込みを用いて非常に広いクラスのエンリケス曲面に対し，その自己同型群を計算
し，楕円ファイブレーションの集合および非特異有理曲線の集合上への作用を記述した．そ
の結果，ネフ錐上の基本領域の体積に関して美しい公式を発見した． 

 
(3) Harris(1982) の非特異平面 4次曲線の 28 本の bitangents の集合上へのモノドロミーの計

算を，非特異平面 4 次曲線の 4-tangent conics の集合上のモノドロミーに拡張した．ここ
で，非特異平面 4次曲線で分岐する射影平面の 4次巡回拡大として得られる K3 曲面のネロ
ン・セヴェリ格子とネフ錐の構造を用いた．この結果をもとに射影平面曲線の Zariski N 対
の無限系列を構成した．ここで N は平面曲線の次数の 62 乗のオーダーで増加する．これら
の Zariski N 対のトポロジカルな型は，位相的サイクルのなす交差形式により区別される． 

 
(4) K3 曲面の楕円ファイブレーションから自己同型を計算するアルゴリズムを整備した．これ

を用いて K3 曲面の自己同型を大量に見出すシステムを計算機上に構築した. 応用として
6個の通常尖点をもつ non-conical な 6 次曲線で分岐する射影平面の 2重被覆として得ら
れる K3 曲面の自己同型群の生成元を幾何学的に計算した．この 6次曲線は Zariski pair の
最初の例において現れた（しかしその具体的な方程式は岡により 1992 にようやく与えられ



た）由緒正しい 6次曲線である． 
 
(5) 階数が 26 のユニモジュラー双曲偶格子のワイル群の標準的な基本領域とその自己同型群

についての Conway (1983)の古典的な仕事は，ピカール数が 26 の仮想的な(すなわち存在
しない) K3 曲面についての代数幾何学の言葉により解釈することができる.このアイデアに
基づいて，K3 曲面の自己同型群についてのアルゴリズムを，階数が 26 のユニモジュラー
な双曲偶格子に適用し，アンブラル・ムーンシャイン予想に幾何学的にアプローチすること
を目指した.この過程においてリーチ格子の新しい構成法を発見した. 

 
(6) 通常節点のみをもつ実直線配置にそって分岐する複素アフィン平面の二重被覆のトポロジ

ーを研究し，この直線配置の実構造を用いて、二重平面上のあるトポロジカルな 2サイクル
を定義して，その交差形式を求めた．このトポロジカル 2サイクルはレフシェッツの消失サ
イクルといろいろな点で類似している． 
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