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研究成果の概要（和文）：2020年度は、HCIZ積分をテンソルの設定まで拡張する研究で、JEMSに掲載、またニュ
ーラルネットワークに自由確率論を応用するための研究で、CMPに掲載された。2021年度は、ランク1の独立なn
次元ベクトルのk階テンソル積の和の固有値分布について研究し、EJPに掲載された。2022年度は、HCIZ積分のテ
ンソルへの一般化を考え、そのテンソルのサイズNを大きくとったときの漸近挙動を調べた研究をCMPに掲載、局
所ランダムハミルトニアンのスペクトルについての研究をJPhAに掲載した。2023年度は、不変状態に対するテン
ソル積空間におけるユニタリ行列の漸近的自由性を示した論文をRMTAに掲載した。

研究成果の概要（英文）：In the fiscal year 2020, research on extending the HCIZ integral to the 
tensor setting was published in JEMS, and research on applying free probability theory to neural 
networks was published in CMP. In the fiscal year 2021, research on the eigenvalue distribution of 
the sum of k-th order tensor products of rank-1 independent n-dimensional vectors was published in 
EJP. In the fiscal year 2022, research on the asymptotic behavior when the size N of the tensor is 
large, considering the generalization of the HCIZ integral to tensors, was published in CMP, and 
research on the spectrum of local random Hamiltonians was published in JPhA. In the fiscal year 
2023, a paper demonstrating the asymptotic freeness of unitary matrices in tensor product spaces for
 invariant states was published in RMTA.

研究分野： random tensors

キーワード： random tenors　free probability
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ランダムテンソルの研究は、2本の脚を持つランダム行列に比べて非常に限られていたが本研究課題により、そ
の手法を大きく広げたり、新しい現象を発見した。また機械学習に関連する研究も生まれた。量子情報理論や量
子重力理論でもランダムテンソルが必要とされる場面があり、機械学習理論の進歩により、データ構造にテンソ
ル構造が含まれるケースが増えています。これにより、ランダムテンソルの研究が進展しています。この研究成
果は、今後学術的には新しい数学的ツールの開発を促進し、社会的には量子情報理論や機械学習の進歩に貢献す
る可能性があります。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 研究代表者はランダム行列の研究を行ってきた。本研究では Weingarten 解析 , Non-
backtracking 理論などのランダム行列の研究で深めた技法をテンソルの設定の場合まで拡張を
進め, より高次のテンソルに値を取るランダムテンソルの研究を行うことに思い至った. 確率
論で言う大数の法則や中心極限定理のようなサイズの大きい場合の不変量や摂動を計算する系
統的なアプローチを作り上げ,ランダムグラフ,量子情報理論, 機械学習におけるランダムテンソ
ルについての問題解決を目指そうと考えた. 
 
 これらのアイデアの背景は特別なランダムテンソルの場合としてのランダム行列が深く進ん
できていることが挙げられるだろう。それを順を追って説明する。 
 
 まず、１９２０年代の農学的な観点から統計学を研究していた John Wishartによる研究を出
発点に、１９５０年代のWignerによる研究など数学の外の目からの研究が主体であった黎明期
を経て、１９７０年代８０年代に単一のランダム行列のスペクトルの詳細な研究がいくつか行
われた。1990年代の Baiらによるスティルチェス変換による深い研究、他にも数論におけるラ
ンダム行列理論とのリンクの発見など面白い研究は多々あったが古典的な研究は単一のランダ
ム行列のものばかりであった。 
  
 その状況を変えたのが、自由確率論と呼ばれる作用素環論における自由群因子環の同型問題
由来の非可換確率論がランダム行列理論に応用できるという Voiculescuの発見(Limit laws for 
random matrices and free products. Invent. Math. 104 (1991), no. 1, 201–220)である。 
 この発見は端的にいうと以下の通りである。ランダム行列はそれを行列空間上の分布として
見るのではなく、そのスペクトル分布（経験固有値分布）を考えることにより 1次元の（ランダ
ムな）分布を持つような対象と見ることができる（確率論的ではなく、非可換確率論的にランダ
ム行列を眺める）。その時にそのトレースモーメントと呼ばれる行列の k 乗のトレースをとった
後の期待値を考えれば上のスペクトル分布の平均である平均スペクトル分布のモーメントを見
ることができる。ここで左右からのユニタリ行列の積をとってもその確率分布が不変であるよ
うな性質の良いランダム行列（これは GUEと呼ばれる重要なランダム行列を含む十分意味のあ
るクラス）はその行列サイズ極限で「自由独立」と呼ばれる独立性を満たす、すなわちトレース
モーメント計算の法則が与えられる、ということを主張した。これを漸近的自由性と呼ぶ。この
漸近的自由独立性は自由畳み込みと呼ばれる自由独立な確率変数の和の分布を求める演算の研
究と合流し、独立なランダム行列の和の分布を見積もることなどを可能にして、無線通信理論な
どをはじめ多くの科学とランダム行列の交流を新たに産んだ。 
 
 この発見以降ランダム行列の研究は複数個のランダム行列を扱ったものが増えてきている。
Voiculescu の発見は上記の Bai らによるスティルチェス変換による深い研究は自由調和解析と
呼ばれる非可換調和解析に昇華され、自由畳み込みの具体的な計算をする道具を提供した。これ
はすなわち独立なランダム行列の和や積のスペクトル分布を計算する道具立てを導いたという
ことである。具体的には, R-変換の方法やコーシー変換の従属操作の研究など解析的な理論の整
備がされてその深い研究がどんどん進んでいる。他にも Speicher や Nica による組み合せ論的
に深い研究が行われて非交和分割を用いた「自由キュムラント」の理論が完成した。 
 
 このような流れの中で研究代表者が中心となってこの分野の一つの理論として Weingarten 解
析と呼ばれるユニタリ行列の空間上の一様分布に対する積分の計算理論を作り上げた。
Weingarten 解析は上記の左右からのユニタリ行列の積をとってもその確率分布が不変であるよ
うな性質の良いランダム行列を扱う上で非常に便利な道具立てで、さまざまな応用が見つかっ
ている。それについては研究代表者による ICM講演予稿「Moment Methods on compact groups: 
Weingarten calculus and its applications(arXiv:2207.08418)」とその参考文献を参照してほし
い。この技術はランダム行列のサイズ極限での収束を精緻に扱うことを可能にしてくれている。
また量子情報理論で扱いたいような大規模なサイズのモデルに対して非常に有効な手立てとな
っている。 
 ここまで述べたようにランダム行列の研究は非常に豊かかつ複雑な構造が扱えるようになっ
てきているという背景があった。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究課題のもっとも基本となる設定は, 有限次元ヒルベルト空間である. つまり,ܥ௡に標準



内積を備えた空間である. 各次元nଵ,… , n୩である有限次元ヒルベルト空間のテンソル積は次元が
݊ଵ⋯݊௞のベクトル空間となる. ݇はテンソルの脚の数と呼ばれ, 基本的なケースは݇ = 2で, こ
れは行列である. 行列は数学における基礎的道具の1つであり, データの配列, 線形システムの
エンコード, または自己準同型写像のいずれかと見なされ, その構造は非常によく研究されて
いる. 行列は, 純粋数学で重要かつ美しい対象として存在するだけでなく, 統計学や物理学, そ
して今では金融, 通信, 機械学習など他の多くの場所で非常に重要な役割を果たしてきている. 
それと同様により高次のテンソルもデータ解析技術の進展や物理学と絡んで非常に重要な数学
的道具となっている。 
 
 一方, 行列の要素を確率変数としたのがランダム行列であり, 上記に述べたように 1920 年代
に農学的な観点から統計学を研究していた John Wishartの研究にランダム行列は端を発し, 50
年代, ノーベル物理学賞受賞者である Eugene Wignerは, 重い原子核に対する Schrodingerの
方程式などの量子力学における方程式の研究の中で, そのハミルトニアンをガウス型ランダム
行列に置き換えて考え, この見方より問題をかなり単純化し, 計算可能にした. その後, ランダ
ム行列理論は数学や数理物理学をまたぐ一つの独立した分野となり, 確率論, 作用素環論, 組合
せ論, 数論, 応用数学, 電気通信, 量子情報など多くの観点から研究が行われている. ランダム
行列は 2本の脚しかない場合のテンソルのランダムな対応物と見ることができる. 
  
 3 本以上の脚がある場合テンソルのランダムな対応物であるランダムテンソルはほとんど研
究されていない. 一つの理由は, 行列の固有値や固有ベクトルとは異なり, より高いテンソルの
場合, 行列における固有値のような研究する対象が自然に定義されておらず, 研究するのはラ
ンダム行列に比べてとても困難であるからだ. しかし上記で述べたデータ解析技術の進展や物
理学とともにどうしてもランダムテンソルを扱いたい場面が増えてきており、その研究はじわ
じわと増えてきている。実際 Gurauによる「Random Tensors」(Oxford Univ Pr,2016)という
ランダムテンソルについての研究の本も出版されるなどしてきている。 
 
 自由確率論とランダム行列を研究してきた研究代表者の目からは「１．研究開始当初の背景」
を踏まえると Voiculescu のブレイクスルーによるランダム行列を複数個扱えるようにした状況
のようなやり方が今ランダムテンソルにも求められているのでは、と考えた。 
 具体的にはテンソルの独立なコピーが局所的演算, たとえば  ユニタリ群のテンソル積
U(nଵ) ⊗…⊗ U(n୩)のもとでなど, について不変であるというような仮定のもとでは自由確率論
におけるようなテンソルの和に対するスペクトルの計算手法が得られるか?という自然な問いが
これまでの研究から浮かんだ。これを調べるのが研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
 
 ランダム行列理論において, 多くの極めて強力な解析的道具立てが用意されている. 複素解析
をはじめ Harish-Chandra-Itzykson-Zuber積分や直交多項式などの多くの代数的あるいは解析
的な道具立てがある. しかし, これらの道具立ては高階テンソルではそのままのやり方では用
いることが出来ない. 唯一いくらかの成功を収めているのは Gurau による組合せ論的手法であ
る. 我々は新しいテンソル上の解析を行う新しい解析的道具立てを開発する. 本研究課題では
以下のような各分野のスペシャリストとの密な協力を基とした研究体制で問題にアタックする. 
具体的には物理サイドでのランダムテンソル研究者の現在ドイツ・ハイデルベルク大学の
Razvan Gurau 氏および現在フランス・リヨン高等師範学校の Luca Lionni 氏らとコンタクトを
取り議論を行いその研究成果をまとめ論文として出版することを目指す（そして実行した）. 
Gurau 氏はガウス型のテンソルの解析を発展させているが, このやり方はユニタリ型の場合, 
さらには局所不変性を持つもの全体まで拡張できると思わるためユニタリのケースを扱う.今ま
で知られている展開手法よりもずっとよい局所ユニタリ不変なテンソルに系統的にアプローチ
する方法を与えるはずと見込んだ.このことを共同研究として進めた.これらを行うために
Razvan Gurau 氏および Luca Lionni 氏を招聘したり海外の国際会議などで合流し打ち合わせを
行うなどを行う。 
 また現クラスター株式会社メタバース研究所シニアリサーチサイエンティストの早瀬友裕氏
と議論を行うことで機械学習を動機としたランダムテンソルの問題を共同研究する。深層学習
で現れるようなモデルに対しての Voiculescu の発見した漸近的自由性が成り立つかの問題は今
後の計算技術の向上の大きなヒントになると考えたからである。またそのような問題がランダ
ムテンソルの研究の今後の方向性に大きな影響を与えてくれるからである。 
 また、本研究課題に関連した研究者を国内外から招聘し、議論を行うことで研究を遂行した。 
 
４．研究成果 
  
 以下で年度ごとの研究成果を述べていく。 
 
 ２０２０年度研究代表者はランダムテンソルの分野で以下の研究を行い、プレプリントを作



成した. 
 
１つ目のプレプリントは現在ドイツ・ハイデルベルク大学の Razvan Gurau 氏および現在フラン
ス・リヨン高等師範学校の Luca Lionni 氏とともに作成した「The tensor Harish-Chandra-
Itzykson-Zuber integral I: Weingarten calculus and a generalization of monotone Hurwitz 
numbers, (arXiv:2010.13661.)」である.  
 この論文では, Harish-Chandra-Itzykson-Zuber 積分をテンソルの設定まで拡張する研究を
行なった. そのために, テンソル版 Weingarten 解析の基礎を作り, Weingarten 関数に関する
多くの結果をテンソルの状況で再導出し, 一般化した.  
 数学の専門誌「Journal of the European Mathematical Society (JEMS)」へ投稿・掲載され
た。 
 
 他の方向として早瀬友裕氏とともに「Asymptotic Freeness of Layerwise Jacobians Caused 
by Invariance of Multilayer Perceptron: The Haar Orthogonal Case, (arXiv:2103.13466.)」
を作成した.  
 これはランダムテンソルを介してニューラルネットワークに自由確率論を応用するための論
文である. 深層学習理論でも自由確率論的な計算の論文が出始めていたが、一方で非常に形式
的な計算が主体であった。本研究では深層学習理論で重要な研究対象である multilayer 
perceptrons における layerwise Jacobian の漸近的自由独立性を厳密に証明した. これにより
深層学習理論でも自由確率論が正しく適用できることが確認された。数理物理専門誌
「Communications in Mathematical Physics」へ投稿・掲載された。 
  
 ２０２１年度は研究代表者と現ルクセンブルク大学の Wangjun Yuan 氏および現中国・香港中
文大学の Jeff Yao 氏とでランク 1の独立な n次元ベクトルの k階テンソル積の和の固有値分布
についての研究を進めた。 
 従来の結果では k の増加を o(n)と仮定したもとではランダム行列における標本共分散行列の
スペクトル分布の極限分布として現れる Marcenko-Pastur 分布と呼ばれるよく知られた確率分
布への収束を示すような結果であった。今回の研究では, 量子情報理論からの動機で, その仮
定である kの増加を O(n)とより早い増加で考えた。 このケースの場合ではその行列モーメント
が Marcenko-Pastur 分布以外の分布のモーメントへ収束することが起こることを発見し, それ
を示した。また既知の Marcenko-Pastur 分布へ収束するようなケースは k の増加が o(n)である
ことが必要十分であることも示した。 
 この研究結果をプレプリント「On spectral distribution of sample covariance matrices 
from large dimensional and large k-fold tensor products」(arXiv:2112.05995 )としてま
とめ数学の専門誌「Electronic Journal of Probability」へ投稿・掲載された。 
 これに引き続き, Wangjun Yuan 氏とはさらに発展的な結果を出すべく共同研究を継続し, こ
のランダムテンソルの研究を測度集中の結果など用い、深めていく方向で議論を継続している。 
 
 ２０２２年度は Razvan Gurau 氏, Luca Lionni 氏とともに「The tensor Harish-Chandra--
Itzykson--Zuber integral II: detecting entanglement in large quantum systems」をまと
めて、投稿、その後それを改訂し、専門誌「Communications in Mathematical Physics」に掲載
が確定した。この論文では最近導入された Harish-Chandra--Itzykson--Zuber 積分のテンソル
への一般化を考え、そのテンソルのサイズ Nを大きくとったときの漸近挙動を調べた。この研究
では、外部テンソルの大きさに対するスケーリングについて仮定している。我々は、漸近スケー
リングの 2パラメータクラスを解析し、いくつかの非自明な漸近レジームを明らかにした。この
研究は、多粒子量子系のエンタングルメント特性の解析に関連する。特にランダム化された局所
測定の文脈で、この領域への我々の結果の応用の可能性について議論した。 
 
 またZhi Yin氏, Liang Zhao氏, Ping Zhong氏とThe spectrum of local random Hamiltonians
をまとめてアーカイブに投稿した(arXiv:2210.00855)。この研究から以下のことがわかった。局
所ランダムハミルトニアンのスペクトルは、その局所項の確率分布のいわゆる epsilon-free 畳
み込みによって表すことができる。そのスペクトルを研究するために、epsilon-non-crossing 
partitions と permutations の集合の間に同型性を示した。さらに、ハミルトニアンの最大固有
値の下界と上界を導出した。これはアーカイブに arXiv:2210.00855 として投稿され、Journal 
of Physics A: Mathematical and Theoretical (2023) 56, no. 3: 035201 で出版された。 
 
 ２０２３年度は米国のシラキュース大学の Pierre Yves Gaudreau Lamarre 氏、フランス・ボ
ルドー大学の Camille Male 氏と不変状態に対するテンソル積空間におけるユニタリ行列の漸近
的自由性が示した論文「Asymptotic freeness of unitary matrices in tensor product spaces 
for invariant states」を査読を経て改訂した。その結果、ランダム行列の専門誌「Random 
Matrices: Theory and Applications」 に(2023) 12, no. 02: 2250052 で掲載された。 
 
 その他、継続している課題として、Wangjun 氏との共同研究で Bandeira・Boedihardjo・van 



Handel 氏らの半円要素とガウス変数の補間の手法を応用され、強漸近的自由性を証明しようと
している。部分的な成果は得られており、その完成を目指している。 
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