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研究成果の概要（和文）：一般に、ある領域で与えられた偏微分方程式を満たす関数は無限に存在する。一方、
境界上の挙動も指定すれば、解が一意に存在する。本研究では、2つの境界条件を同時に課した偏微分方程式の
「優決定問題」で与えられた複合媒質の数理モデルを考える。これは、1971年にSerrinが単一媒質の場合に導入
した優決定問題を複合媒質の場合に拡張したものであり、この特徴の一つは、ある特殊な領域に対してのみ解を
許すことである。単一媒質の場合では、解を許す領域は球に限る。一方、複合媒質の場合、球対称でない領域で
も解を許すものが存在する。本研究では、このような複合媒質の幾何学的性質（滑らかさ、対称性の破れなど）
を考察する。

研究成果の概要（英文）：In general, there are infinitely many functions that satisfy a given partial
 differential equation in a domain. On the other hand, if we also specify the behavior on the 
boundary, there will be a unique solution. In this study, we consider the mathematical model of a 
composite-medium given by an "overdetermined problem" for partial differential equations where two 
boundary conditions are imposed simultaneously. This is an extension to the composite-medium case of
 the overdetermined problem introduced by Serrin in 1971 for the case of a single medium, and one of
 its characteristics is that it is solvable only for some special domains. In the homogeneous-medium
 case, balls are the only domains that allow solutions. On the other hand, in the composite-medium 
case, there are also non spherically-symmetric domains that allow solutions. In this study, we 
consider the geometric properties (smoothness, symmetry breaking, etc.) of such composite media.

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： 複合媒質　形状最適化問題　優決定問題　過剰決定問題　楕円型偏微分方程式　分岐解析　対称性　陰
関数定理

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、複合媒質の形状最適化に由来する問題を扱う。具体的には、ねじりに対する抵抗を表す「ねじり剛
性」を最大化する（すなわち、最大限に頑丈な）長い棒の断面について、本研究で扱う優決定問題は解を許すこ
とが知られている。逆にいえば、優決定問題が解を持たない場合、与えられた形状はねじり剛性を最大化しない
こととなる。単一媒体の場合、最適形状の断面が円形であることは知られていたが、複合媒質の場合の最適形状
については未解決であった。本研究では、複合媒質中の介在物の形状が複合媒質全体の最適形状を決定すること
を明らかとし、その結果、回転対称でない最適形状の族を構築することに成功した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 次の背景があった。 
 
(1) J.Serrinの有名な過度境界値問題（優決定問題）の解の球対称性の定理(J.Serrin, Arch. 
Rational Mech. Anal., 43 (1971), 304-318) は単一媒質上の楕円型優決定問題を扱っていて、
過度境界条件による球の特徴づけを与えた。 
具体的には、境界値問題 -Δu=1 in Ω, u=0 on ∂Ωの解 uの境界上における法線微分の値
が一定であれば、領域Ωは球に限るということを示した。 
 また、単一媒質において、J. Serrin の対称性の定理の定量化版(R. Magnanini, G. Poggesi, 
Calc. Var. Partial Differential Equations 59 (2020), 35, 23 pp.)も知られている。R. 
Magnanini-G. Poggesi は、以上の境界値問題において、解 uの法線微分が「ほぼ一定」であれ
ば、領域Ωは「球に近い」ということを意味する定量的な評価を示した。 
 さらに、以上の場合と異なり、介在物を含む母体からなる二相複合媒質においては、Serrin
型優決定問題の解は球対称性を有するとは限らないことが知られている(L. Cavallina, T. 
Yachimura, ESAIM: COCV, 26(2020), 65). 
 
(2) R. Magnanini-G. Poggesi は「解 uの法線微分の値が曲率半径に比例する」という過剰決
定条件を伴う優決定問題を考えた。また、単一媒質において、この優決定問題の解は球に限る
ことを示し、過剰決定条件の摂動に関して定量的な評価を与えた(R. Magnanini, G. Poggesi, 
J. Anal. Math. 139 (2019), no. 1, 179–205)。 
  
(3) Dido 女王の問題は、周長が与えられた半平面内の曲線のうち、最大の面積を囲むものを
求める最適化問題である。この問題は変分問題の中で最も古いものの一つと考えられ、Dido に
よるカルタゴの建設にまつわる伝説に由来している。カルタゴ建設の伝説によると、Dido が牛
の皮で囲えるだけの土地を与えると言われたときに、皮を薄く切って広大な土地を囲んだとい
う。また、Dido 女王の問題の解は半平面の境界に直交する半円である。 
 
２．研究の目的  
 本研究の目的は、主に以下の二つである。 
 
(1) 介在物を含む母体からなる二相複合媒質において Serrin と
Magnanini-Poggesi の優決定問題の拡張を考える。このとき、優決定問
題を可解とする介在物と母体の組を「最良組」と呼ぶことする。最良組
の自明な例としては、介在物と母体が同心球の場合が挙げられる。 
本研究では、優決定問題の非自明解（同心球でない最良組）の解析を行
うこととする。具体的には、自明解（同心球）の近傍において、摂動解
として得られる非自明解を考察し、以下の 3つの課題に着目する。 
① 非自明解の対称性・非対称性 
非自明解の有する対称性の群に焦点を当てて研究する。特に、どういう
条件の下で、最良母体は介在物の対称性の群を共有する（遺伝する） 
のかを研究する。 
② 非自明解全体の集合の構造 
陰関数定理及び Crandall-Rabinowitz の分岐定理を用いて、同心球の近傍における非自明解の
集合の構造を解明する。特に、問題の様々なパラメータ（伝導率の値、介在物の形状等）に関
する依存性を考察し、非自明解の枝における分岐現象を研究する。 
③ 非自明解の正則性（境界・界面の滑らかさ） 
最良組において、界面及び境界の正則性を研究する。特に、介在物の形状が最良母体の正則性
に及ぼす影響を明らかとする。 
 
(2) 不連続面を超平面に持つ 2 相の区分的定数密度関数に関して、Dido 女王の問題の拡張を
考える。具体的には、超平面に対して 1 つ、ユークリッド空間が分割される 2 つの開半空間に
対してそれぞれ 1 つ、合計 3 つの異なる重みを持つ重み付き面積汎関数を導入する。また、重
み付き体積保存条件下において、重み付き面積汎関数を最小化する開集合の形状を研究する。 
 
３．研究の方法 
 様々な機会を利用して、国内外の研究協力者との討論・情報交換及び関連する様々な研究集
会での情報収集により研究を進めた。しかし、新型コロナウイルスの感染状況の影響により、
出張の機会が少なかくなり、（特に海外の）研究協力者との交流が困難であった。そのため、代
わりに Zoom 等を用いてオンライン研究打ち合わせを定期的に行った。 

図 1: 二相複合媒質の例 



 
４．研究成果 
主な研究成果は次のようである。ただし、(1)-(3)は二相Serrin型優決定問題、(4)は論文R. 
Magnanini, G. Poggesi, J. Anal. Math. 139 (2019), no. 1, 179–205 で導入された優決定問
題の二相複合媒質へ拡張、そして(5)は Dido 女王の問題の拡張に関する結果である。 
 
(1) 論文②では、「同時非対称摂動法」(英: simultaneous asymmetric perturbation method)
を提唱した。この方法を用いて、母体の境界と介在物の境界（界面）が異なる正則性を有する
最良組が構成でき、先行研究(L. Cavallina, T. Yachimura, ESAIM: COCV, 26(2020), 65)で示
された主定理を改良することに成功した。本論文で構成した最良介在物は Lipschitz 領域であ
り、最良母体は実解析的な曲面を境界に持つ領域である。また、この結果の系として、最良組
において、介在物の凸性は必ずしも最良母体に遺伝されるとは限らないことが明らかとなった。 
 
(2) 先行研究(L. Cavallina, T. Yachimura, ESAIM: COCV, 26(2020), 65)では、伝導率が
critical value の場合を除いて、同心球に適切な摂動を加えることで非自明解を構成した。つ
まり、伝導率が critical value の場合において、同心球近傍の非自明解の集合の構造について
は未解決な課題が残っていた。論文⑤では、Crandall-Rabinowitz の定理を用いて、以上の
critical value において、分岐現象が起こることを示し、介在物が球である非自明な最良組の
族(枝）を構成した。そして、このように得られた非自明母体の対称性の群は有限群であるため、
介在物の対称性が完全に遺伝されない最良組の存在が確認された。 
 
(3) 単一媒質における Serrin の優決定問題の解は球に限る。一方、二相複合媒質における解
（最良組）は同心球とは限らないことが知られている。論文④では、「一相」に近い二相複合媒
質において、最良母体が球に近いことを示した。具体的には、二つの相の伝導率の差が小さい
場合(i)または介在物の体積が小さい場合(ii)、最良母体における最小外接球面と最大内接球面
の半径の差の定量的な評価を与えた。 
  
(4) Magnanini-Poggesiの提唱した優決定問題をN次元ユークリッド空間における二相複合媒質
に拡張し、自明解（同心球）近傍において非自明解を考察し、Serrin 型優決定問題との比較を
行った。この課題に関して得られた結果は以下のようである。 
① 過剰決定条件に登場する比例定数が(N-1)/N を超えたら、本優決定問題は解を許さない。 
② 過剰決定条件に登場する比例定数が(N-1)/N ならば、本優決定問題の解は同心球に限る。 
③ 過剰決定条件に登場する比例定数が(N-1)/N 未満の正定数ならば、本優決定問題の非自明
解が存在する。また、以上の比例定数が critical value のとき、分岐解もまた存在する。 
 
(5) 論文③では、以上で導入した Dido 女王の問題の拡張を研究した。この問題の最小化形状は、
入射角がある種の「スネルの法則」を満たす 2 つの球欠の和集合で表されることが分かった。
また、以下の 2 種類の最小化形状が存在する。二つの球欠の底面の半径が一致する場合、最小
化形状を type I といい、また二つの球欠の底面の半径が異なる場合、最小化形状を type II と
いう。最後に、問題のパラメータを用いて、最小化形状の種類(type I か type II)に関して完
全な分類を与えた。 
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