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研究成果の概要（和文）：重調和方程式に対して，Hybridizable Discontinuous Galerkin (HDG) 法の超収束性
に関する研究を行った．厳密解の勾配に関するハイブリッド変数を導入するというアイデアに基づいて，新しい
タイプのHDGスキームを導出した．提案スキームに関して数値実験を実施し，その結果，4つある変数のうち1つ
だけを除いて最善の収束オーダーを達成できていることが確認できた．

研究成果の概要（英文）：We studied the superconvergence of the hybridizable discontinuous Galerkin 
method (HDG) for the biharmonic equation. Using the idea of introducing a hybrid variable for the 
gradient of the exact solution, we obtained a new HDG formulation. Numerical experiments of the 
method were carried out, and we observed that the orders of convergence in three of the four 
variables were optimal. 

研究分野：数値解析

キーワード： 数値解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では重調和方程式のHybridizable Discontinuous Galerkin (HDG) 法の超収束性の研究を数学的な立場か
ら行い，一定の成果を得た．HDG法の研究において超収束性は主要なテーマであるため，学術的な意義があると
考える．さらに，本研究の結果は将来的により優れた偏微分方程式の数値計算手法の開発へとつながることが期
待できる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
Hybridizable Discontinuous Galerkin (HDG) 法とは，不連続 Gakerkin 法において用いられる

数値流束を未知関数とみなした手法である．この未知関数は HDG 法ではハイブリッド変数と呼

ばれる．ハイブリッド変数を導入することにより，static condensation という係数行列を縮合

する操作を行うことが可能になり，その結果，不連続 Galekrin 法よりも計算コストが大幅に抑

えられる．これが HDG 法の直接的なメリットである．これとは別の利点として，標準的な三角形

及び四面体要素で HDG 法は超収束するということも知られている．最近では超収束性に関する

研究が進み，Poisson 方程式に対して，HDG 法が超収束するための十分条件として M-

decomposition 理論が提案され，単体要素以外にも超収束する近似空間の組み合わせが新たに発

見されている．さらに，M-decomposition 理論は Stokes 方程式や Navier-Stokes 方程式などの

2階の偏微分方程式に対しても十分条件になることが示されている．一方で，重調和方程式など

の高階の偏微分方程式に対しては，未だに超収束する HDG 法が得られていないのが現状である． 

 
 
２．研究の目的 
Neumann境界条件を含む重調和方程式をモデル問題として，超収束する HDG法を導出と，超

収束性の数学的な解明を本研究の第一の目標とした．Poisson 方程式の場合と同様に，M-

decomposition理論のような十分条件を考案し，新たな HDG法の開発も目指した． 
 
 
３．研究の方法 

重調和方程式を２つの Poisson 方程式の連立系に書き直し，ハイブリッド変数を導入するのが

HDG 法におけるスタンダードな定式化である．これでは超収束しないことが既にわかっていたの

で，これに何らかの形で修正を加える方法と，重調和方程式を連立系に書き直す段階まで立ち戻

って定式化を根本的に見直す方法，の 2種類のアプローチで研究を行った． 

 
 
４．研究成果 
 

(1) 重調和方程式に対するスタンダードな HDG 法に対して，M-decomposition 理論を適用し

た際に，なぜ超収束性が証明できないのかを理論的に確認した．近似空間が M-

decomposition 条件を満たすと仮定した場合，Poisson 方程式の場合と同様にある程度

までは期待通りに議論が進む．しかし，重調和方程式の場合，つまり Poisson 方程式が

連立する場合は，ある試験関数が要素間境界上でゼロにならないため，要素間境界に関

する積分項が消えずに残る．この項が存在する限り，超収束性は示せないので，定式化

を本質的に見直す必要があることが判明した． 

(2) 従来の HDG 法ではスカラー変数に関するハイブリッド変数のみを用いていたが，勾配

に関する補助変数に関してもハイブリッド変数を導入するというアイデアに基づい

て，新しいタイプの HDG スキームを導出した．提案スキームは従来手法に比べて未知

関数の種類が増えてしまうというデメリットがあるが，超収束性が実現できれば，デ

メリットに見合うだけの価値があると考えた．提案スキームに関して数値実験を実施

し，その結果，4つある変数のうち 1つだけを除いて最善の収束オーダーを達成できて

いることが観測できた．従来手法よりも収束オーダーが改善されたという点では一定



の進展が得られたが，いぜんとして超収束スキームにはなっていないことも判明し

た．重調和方程式を連立系に書き直したときに現れるインターフェース条件の考慮し

た手法の研究も行ったが，今後の研究課題として残った. 
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