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研究成果の概要（和文）：本研究では, 2次元結び目のSeifert超曲面と結び目群の関係をYang-Millsインスタン
トンゲージ理論を用いて調べることがその主題であった. その主要な道具として, ホモロジー3球面に対して
Yang-Millsインスタントンゲージ理論を用いて定義される不変量 r_sの, 結び目, および3次元多様体の
1-parameter族に対する一般化を定式化した. これらを用いた数々の応用が主な研究成果である. 

研究成果の概要（英文）：In this study, the main theme was to investigate the relationship between 
Seifert hypersurfaces of 2-dimensional knots and knot groups using Yang-Mills instanton gauge 
theory. As a key tool, we utilized the invariant r_s;defined using Yang-Mills instanton gauge theory
 on homology 3-spheres, which is generalized to knots and 1-paramter family of 3-manifolds. 
The main research achievements include numerous applications based on these formulations.

研究分野：インスタントンゲージ理論と２次元結び目

キーワード： 2次元結び目　Seifert超曲面　Yang-Millsゲージ理論　インスタントンFloer理論　コンコーダンス　Fr
oyshov不変量　特異インスタントン理論　結び目群のSU(2)表現

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
インスタントンゲージ理論を４次元トポロジーに応用する動きは, Donaldsonによって始められ,現在までの間に
多くの研究がある. 一方で, 主にアメリカで発展したHeegaard Floer理論では不変量の計算や応用の幅の広さに
目を見張るものがあり, インスタントンFloer理論では現在回復不能なものが多くある. 一方で申請者は2次元結
び目の補空間の基本群というより幾何的な対象を定量的に扱う, インスタントンFloer理論ならではの手法を進
めてきた. 現在そのようにして得られている結果の他の理論を用いた別証明はなく, 4次元トポロジーへの寄与
を大きいと考えられる. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
滑らかな(位相的) 2次元結び目とは, 4 次元球面に滑らかに(連続に)埋め込まれた 2次元球面
のことである. 本研究では Yang-Millsゲージ理論を用いた 4次元多様体の発展させ, その応用
として 2次元結び目を研究する.   
研究の背景を説明する. Yang-Millsゲージ理論は 1983年に発表された Donaldsonの論文を始ま
りとして，微分トポロジーにおける４次元特有の現象を明らかにしてきた. 例えば,  4次元の
ユークリッド空間は, 無限種類の微分構造を許容することが明らかとなった. 一方, 4 次元以
外においてユークリッド空間はただ一つの微分構造しか許容しないという点で, この結果は注
目された. その後, Donaldson 不変量と呼ばれる 4次元多様体の不変量が定式化され, 境界付
き 4次元多様体に対してはインスタントン Floer理論として理論が整備されている.  
 
2 次元結び目は 4 次元空間に埋め込まれた 2 次元の球面であり, その歴史は, 1925 年の Artin
の論文[Hamb,Abh.4(1925)174-177]に遡り, 現在までの間に, 不変量, 表示方法の様々な研究が
なされてきた. 本研究で用いる, 古典的な不変量として, 結び目群(結び目補空間の基本群)が
知られている. 一方で, 「滑らかな 2次元結び目と位相的 2次元結び目の差異」に着目する研
究は当時は未だなかった.  
 
2次元結び目を Yang-Millsゲージ理論を用いて研究する手法は現在次の二つが知られている:  
⚫ 2次元結び目に singularityを持つ singular connectionに対し理論展開する 
⚫ 2次元結び目に沿って surgeryしてられる 4次元多様体に対して理論展開する 
 
前者は, Kronheimer-Mrowka によって理論展開され, いくつかの結果がすでに得られている. 
例えば, reducible のないあるクラスの𝑆𝑂(3)-bundleの場合で, 2 次元結び目の meridian方向
の holonomyの orderが 漸近的に 2になる状況を考えると, 誘導される singular knot Floer 
homology の準同型が, 2次元結び目の結び目型に依存しない, という事実が示されている. こ 
れは, 2次元結び目に沿った double branched cover 上で involution不変な instantonモジュ
ライ空間を考えることに相当する. Kronheimer-Mrowkaは, この事実の自然な拡張として, E_2-
term が Khovanov homology であり, 収束先が singular knot Floer homology になるようなスペ
クトル系列を構成した. これにより Khovanov homology が unknot detector であることを示さ
れている.  
後者は, 昨年, 論文[arXiv:1910.02234]において, Yang-Millsゲージ理論を用いて, 「滑らか
な 2次元結び目と位相的 2次元結び目の差異」を露わにする現象を発見した. その現象は, 滑
らかな 2 次元結び目に対して「Seifert 超曲面の複雑さ」と「結び目群の複雑さ」が結びつく, 
というもので, 位相的 2次元結び目に対しては成り立たず, 反例が存在する. ここで, 「2次元
結び目の Seifert 超曲面」とは,  4次元球面に埋め込まれたコンパクト向き付け可能な 3次元
多様体で, その境界が与えられた 2次元結び目と一致するものである.  
 
２．研究の目的 
 
この研究では, 後者の方法を発展させることを考える, すなわち, 2 次元結び目に沿う手術に
よって現れる 4次元多様体に対して Yang-Millsゲージ理論を展開することで, 「滑らかな 2 次
元結び目特有の性質」を明らかにする. 一方で, Yang-Millsゲージ理論において, 限定的な 3・
4 次元多様体しか扱えない現状があり, そのため限定的な 2 次元結び目しか扱えない. 本研究
は, Yang-Mills ゲージ理論の技術的な発展も試み, またその結果を 2次元結び目に応用するも
のである.また, 2次元結び目を超えて, より多くのクラスの境界付き 2次元結び目を扱える枠
組みを考察する. この方向性で 4次元トポロジーの一つの方向性を切り開く.  
 
 
３．研究の方法 
 
本研究では , [arXiv:1910.02234]で行った研究を , より一般的な状況に拡張する .  
[arXiv:1910.02234]の手法は, 滑らかな 2 次元結び目に沿って手術することで得られる 4 次元
多様体上で, Yang-Millsゲージ理論を展開する, というものである. 具体的には, 得られた 4
次元多様体に, ある 3次元多様体で切り込みを入れ, それにより得られる境界つき 4次元多様
体上で, anti-self-dual方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式の解の空間を観察し, 滑らかな
場合特有の現象を得る. ここで現れる「切り込みである 3次元多様体」が, Seifert 超曲面から
定まる, というストーリーである. ここで重要になるのは, 3次元多様体に対して定義される, 
𝑟𝑠不変量と呼ばれるホモロジー同境不変量である. この不変量は, あるクラスのホモロジー3 球



面に対してのみ定義されている状況であり, それにより扱える 2 次元結び目のクラスにも制約
が付いている.  
 
 
４．研究成果 
上記のホモロジー3球面に対する不変量𝑟𝑠(𝑌)を次の状況に拡張した：  
⚫ ホモロジー3球面 𝑌とその中の結び目 𝐾に対して定まる不変量 𝑟𝑠(𝑌, 𝐾) 
⚫ ホモロジー3球面 𝑌とその上の向きを保つ微分同相 𝑓に対して定まる不変量 𝑟𝑠(𝑌, 𝑓) 
両者, ホモロジー3球面に対する不変量𝑟𝑠(𝑌)の適切な意味での拡張になっている. それぞれ 
⚫ Daemi, Imori, Sato, Scaduto との共同研究 [arXiv:2209.05400] 
⚫ Alferi, Dai, Mallick との共同研究 [arXiv:2309.02309] 
において, その定式化を行なった.  
 
一つの目の研究の応用として, 境界付き 2次元結び目に関する応用がある. これは次のように
state される: 
 
定理([arXiv:2209.05400], Daemi, Imori, Sato, Scaduto, Taniguchi): 
𝐾を quasi-psoitive で sliceでない𝑆3内の結び目とする. この時, 𝐾 # − 𝐾を境界にもつ種数 0
の 2次元結び目の補空間の基本群はℤと同型になれない.  
 
定理([arXiv:2209.05400], Daemi, Imori, Sato, Scaduto, Taniguchi): 
𝐾を algebraically slice でない𝑆3内の結び目とする. この時, 𝐾 # − 𝐾を境界にもつ種数 0 の
2 次元結び目の補空間の基本群はℤと同型になれない.  
 
これらは, [arXiv:1910.02234]で証明されていた結果の, ある種の境界付き版と言える
statement である.  
また, 後者の不変量の応用として, 向き付け不可能な曲面の場合にも次がわかる:  
 
定理 ([arXiv:2309.02309], Alferi, Dai, Mallick, Taniguchi)  
ある slice knot 𝐽が存在して, 次を満たす:  
(1) 𝐽は補空間の基本群がℤ2と同型であるような,double branched cover が definite になる滑

らかに埋め込まれた向き付け不可能曲面の境界にならない.  
(2) 𝐽の二重分岐被覆は滑らかで contractible な 4次元多様体の境界になる.  
 
この結果も[arXiv:1910.02234]で証明されていた結果の, 境界付き, かつ向き付け不可能な場

合に対応するような statementである. これらの事実の Yang-Millsゲージ理論以外を用いた証

明は知られておらず, 様々な形で 2 次元結び目の補空間の基本群の複雑さを測るものになって

いる. これらの結果は国際雑誌に投稿中である.  

以下, より詳しくその構成を述べる.  
⚫ Daemi, Imori, Sato, Scaduto との共同研究 [arXiv:2209.05400] 
この研究では, 結び目に沿って singularity を持つ, singular connection を用いて理論展開を
行なった. この状況で, 可約な接続を入れて理論展開を始めにしたのは, Daemi-Scaduto であ
る. この枠組みをより一般的に展開することで𝑟𝑠(𝑌, 𝐾)を定式化し, その連結和公式, 非自明性
の確認を行なった. 特に, Kronheimer-Mrokwa によってすでに定義されていた𝑠#不変量と結び
つけることで, 不変量の非自明性を保証する議論を確立した. これと, 𝑟𝑠(𝑌, 𝐾)が曲面の補空間
の基本群に関して非自明な結論を導くことは, 元の𝑟𝑠(𝑌)に対する議論と同様に行われる.  
 
⚫ Alferi, Dai, Mallick との共同研究 [arXiv:2309.02309] 
この研究では, 𝑌上の有向微分同相 𝑓から mapping cylinder として定まる 4 次元の cobordism

に対して Yang-Millsゲージ理論を展開し, その情報を用いて不変量 𝑟𝑠(𝑌, 𝑓)を定義した. この

不変量は, 4次元ホモロジー同境上に微分同相が拡張される時に境界のホモロジー3球面たちの

不変量の間に不等式が走る. この不変量の計算はまだまだ困難な場合が多く, 唯一, 946の鏡像

の 1-手術に対してのみ非自明性を確認できている. これには K3 曲面の Donaldson 不変量, 

Akbulut の cork の埋め込みを使う. またこの不変量を 4 次元多様体に埋め込まれた局面に対し

て考察する場合は, 曲面に沿って二重分岐被覆をとり, その境界に現れる involutionを𝑓とし, 

そこから曲面の補空間の基本群の情報を得る, というような議論を経る.  
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