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研究成果の概要（和文）：この研究では、3次元空間内の流体の動きを新しい計算援用証明法で解析しました。
特に、レイノルズ数100以上の流れを検証するという難問を解決するために、新たな微分作用素の計算と評価方
法を検討しました。研究代表者は2022年5月から12月までの間にドイツのM. Plum教授を訪問し、共同研究で高精
度な固有値評価法を開発しました。また、研究経費を活用してヨーロッパやアメリカでの研究交流と研究集会の
開催などを行い、研究者自身を含めて日本の計算援用証明法の成果を国際的に発信しました。

研究成果の概要（英文）：This research focuses on analyzing fluids in three-dimensional space using a
 new computer-assisted proof method. Generally, a higher Reynolds number causes difficulty in 
studying the involved eigenvalue problem. The research leader collaborated with Professor M. Plum in
 Germany to develop highly accurate eigenvalue evaluation methods and to verify flows with Reynolds 
numbers over 100. Additionally, research expenses were used to facilitate exchanges with researchers
 in Europe and the United States, thereby internationally promoting the achievements of Japan’s 
research in the field of computer-assisted proof.

研究分野： 数値解析
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、流体の動きを中心とした非線形偏微分方程式の解析に対して、精度保証付き数値計算の複数の手法を
発展させ、この分野の研究を大きく推進しました。また、日本の研究者と海外の研究者との交流が大変不足して
いる問題点に対して、本研究では、ドイツのM. Plum教授との共同研究、ヨーロッパやアメリカの多くの研究者
への訪問、国際研究集会の開催を通じて、国際交流不足の状況を大きく改善することができたと考えています。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｆ－１９－２ 
１．研究開始当初の背景 

（１）本研究は非線形偏微分方程式の一種であるナビエ・ストークス方程式の解の正則性の問題

に対して、「精度保証付き数値計算」という新たな数値解析手法の使用を検討しています。一般

的な 3 次元領域におけるナビエ・ストークス方程式は複雑すぎて厳密解を検討するのは極めて

難しいため、対称性などの仮定の導入によって、単純化した問題が考えられています。例えば、

1999 年に Y. Watanabe、N. Yamamoto、M.T. Nakao は 2 次元正方領域における定常解の検証

方法を提案しました。2004 年には J.-R. Lahmann、M. Plum が 1 次元空間のナビエ・ストーク

ス方程式である Orr-Sommerfeld 問題の不安定性を証明し、その後、2009 年に Y. Watanabe、

K. Nagatou、M. Plum、M. Nakao は Orr-Sommerfeld 問題の解の検証方法を提案しました。最

近、カナダ・マギル大学の J.P. Lessard グループはトーラスの周期的流れの検証を検討してい

ます。 

（２）既存の手法を 3 次元領域におけるナビエ・ストークス方程式に応用する場合、いくつかの

難点が挙げられます。例えば、Divergence-free 条件の処理は問題の本質に関わり、厳密な誤差

評価は極めて難しいです。近似解が Divergence-free 条件を厳密に満たさない場合、Korn 不等

式に現れる定数の評価が必要であり、3 次元領域の場合、Korn 不等式の定数評価はまだ未解決

の問題です。また、ナビエ・ストークス方程式の解の検証のために、線形化したストークス方程

式に現れる非自己共役偏微分作用素のノルム評価が要求されます。一般的に、微分作用素の固有

値評価については、固有値の上界の評価は容易に得られますが、固有値の厳密な下界評価は難し

い課題です。 

 

２．研究の目的 

（１）本研究では、劉がこれまで開発した「有限要素法を用いた固有値の厳密評価法」を拡張し、

ナビエ・ストークス方程式の解の存在証明に必要となる非自己共役微分作用素のノルム評価の

問題を解決し、レイノルズ数の大きい流れの解の存在証明方法を開発します。また、微分作用素

の固有値問題の固有値関数の評価について、クラスター固有値にも適用できる誤差解析法を検

討し、有限要素法の誤差評価の精密化を目指します。 

 

３．研究の方法 

（１）レイノルズ数の大きい流れのシミュレーションを行う際、構造の複雑な流れの情報を捉え

るために、より細かい領域の分割によって構成される高次元の離散化関数空間が必要となりま

す。そのため、解の検証に関わる種々の計算方法の効率を極め、現実の計算機で実行可能な検証

方法の開発が不可欠です。本研究では、ナビエ・ストークス方程式の線形化方程式に現れる非自

己共役微分作用素のノルム評価の効率的な計算法に焦点を当て、新たな手法を導入して、計算量

を抑えた安定な微分作用素のノルム評価方法を開発します。 

（２）本研究は「非自己共役作用素のノルム評価問題の新たな定式化」、「ストークス微分作用素

の固有値問題に適用する Homotopy 法」、「固有関数の誤差解析と有限要素法の誤差評価の精密

化」を焦点にして、問題の解決方法を提案します。 

 

４．研究成果 

（１）まず、非自己共役作用素のノルム評価問題の新たな定式化についての研究成果を説明しま

す。劉がこれまでに開発した固有値評価法は自己共役作用素に対して有用な方法であり、これま

でに自己共役作用素となるラプラス作用素、重調和作用素、ストークス微分作用素の固有値問題

を解決したことがあります。一方で、非自己共役作用素の場合、固有値の min-max 原理が成り

立たないため、劉の方法は直接に利用できないことがあります。本研究では、重調和作用素の固

有値問題に使用される鞍点式化の手法を利用して、非自己共役のストークス作用素の固有値問

題を自己共役性のある鞍点式の固有値問題に帰着させる方法を提案しました。提案方法は Y 型

の Rayleigh 商を使用することで、鞍点式の固有値問題の固有値に対して min-max 原理が成立

するため、既存の固有値評価手法を使用して固有値の評価を得ました。この結果は日本応用数理

学会 2022 年度年会[1]に発表されました。 



（２）次に、ストークス微分作用素の固有値問題の新規評価方法

を説明します。現在、劉が提案した「非適合有限要素を用いた固

有値評価方法」は固有値の厳密評価を提供できますが、使用され

た線形非適合有限要素の次数を高くするのは難しいため、3 次元

領域における固有値問題に適用する時、細かいメッシュ分割が必

要となり、大規模な行列の固有値問題が現れ、計算の効率が低い

という問題点があります。本研究では、M. Plum が提唱している

Homotopy 法を拡張し、「部分領域ごとに逐次 Divergence-free 条

件を適用する Homotopy 法」のアイデアを提案しました。この手

法の初期段階で、「非適合有限要素を用いた固有値評価方法」また

は Hypercircle 法による軽い計算で大まかな固有値評価を得て、

その後、Divergence-free 条件を満たす部分領域を逐次拡大し、

目標固有値問題へと進行する過程での固有値の変動を追跡する

ことで、目標固有値の厳密計算が可能となります。この方法では、

これまでに使用した非適合有限要素空間に伴う大規模な行列の

固有値計算を回避することができ、計算効率が飛躍的に向上する

ことが可能です。 

（３）固有関数の解析と有限要素法の誤差評価の精密化に関する

研究成果を説明します。固有関数の評価について、劉は既存の

Birkhoff の方法や Davis-Kahan の定理を拡張し、クラスター固有値の場合にも適用できる固有

関数の厳密解析法を提案しました。実際の固有値問題の設定によって、「Rayleigh quotient-

based algorithm」、「Residual-based method」、「Projection-based algorithm」の三つのアルゴ

リズムを提案しました。この結果は[2][3]に発表されました。また、微分作用素の固有値と固有

関数に対する厳密評価法の構築を実現し、スペクトル幾何学の分野に画期的な手法を導入して

きました。近年、従来の純粋数学的証明法では解決が困難な問題に対する計算機援用証明の採用

が多大な注目を受けています。特に、劉の方法を活用した三角形と四角形の固有値比に関する

Ashbaugh-Benguria-Payne-Polya-Weinberge の予想の証明 (arXiv:2207.05814, 2022 年)や、

固有値の節線に関する予想の反例(Dahne et al, 2021 年)はその明確な例です。劉はこれまでの

研究で得た固有値と固有関数の厳密評価を活用し、スペクトル幾何学の研究分野におけるコア

課題である微分作用素の固有関数の挙動を深く解析してきました。それにより、三角形領域にお

いてすでに証明されている形状最適化問題（Pólya–Szegö の予想の特別な場合）に対して計算機

援用証明法を駆使して再評価し、さらに一般的な境界条件を持つ形状の最適化問題への答えを

導き出しました[4]。また、補間作用素の最大値ノルム誤差評価[5]や境界値問題の局所誤差評価

[6]に関する研究結果も国際トップ学術誌に発表されています。 
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