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研究成果の概要（和文）：本研究課題は，基課題である「Goldberg-Milnor予想の解決に向けたμ-等角摂動の研
究」（基盤C,19K03535）のさらなる発展を目指し，数値解析の側面からアプローチするものである．具体的に
は，複数の周期点が退化した状態である放物的周期点をもつような複素力学系を「おだやかに」摂動し，力学系
のカオス部分を本質的に保つことができるか，という問題（Goldberg-Milnor予想）に対し，「μ-等角写像」と
よばれる擬等角写像を含んだ同相写像のクラスを適用し，解決を試みる．本研究ではとくに，退化（歪曲度）が
激しい「μ-等角写像」に対し，誤差評価付きの数値計算手法を実装することを目標とした．

研究成果の概要（英文）：This research project aims to further develop the research subject, "
Research on μ-quasiconformal perturbations toward solving the Goldberg-Milnor conjecture" (Kiban C,
 19K03535), through numerical analysis. Specifically, it addresses the Goldberg-Milnor conjecture, 
which questions whether the chaotic parts of a dynamical system can be essentially preserved when "
gently" perturbing a complex dynamical system that has parabolic periodic points, a state where 
multiple periodic points have degenerated. To tackle this, the project applies a class of 
homeomorphisms that includes quasiconformal mappings known as "μ-conformal mappings." In 
particular, the research aims to implement numerical computation methods with error estimates for "
μ-conformal mappings" that exhibit significant degeneration and distortion.

研究分野： 複素力学系理論

キーワード： 複素力学系　放物的分岐　擬等角写像　Beltrami方程式　μ-等角写像　数値解析

  ２版
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
一般に時間発展するシステムを「力学系」とよぶが，力学系を決定するパラメーターは多くの場合振動や摂動に
さらされており，ある範囲で絶え間なく揺らぎ続けていると考えるのが自然である．一方で，そのような力学系
の振る舞いが将来にわたって予測可能であるためには，力学系全体がパラメーターの変化に対して「安定」して
いる必要がある．本研究では，パラメーターの変化に対して「不安定」なシステムにむしろ着目し，パラメータ
ーの変化の方向を限定することで，システムの変化を最小限に抑えるための研究を数値解析の観点から行った．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｆ－１９－２ 
１．研究開始当初の背景 
 
 複素係数の有理式が定める Riemann 球面上の有理関数 f に対し，その反復合成によって得ら

れる力学系を f による（1 次元有理）複素力学系とよぶ．これを時間発展する動的システムとみ

なすとき，関数 f は点の軌道を定める，いわば「運動法則」である．では，この「運動法則」を

微小変化させた場合，系全体はどの程度変化するのだろうか？これが本研究の根底にある，力学

系の「安定性」の問題である． 

 

力学系の放物的分岐．1980 年頃，Douady と Hubbard は多項式力学系に付随する外射線とよ

ばれる曲線族の組み合わせ論的構造に着目し，2 次多項式からなる力学系族の退化と分岐を詳細

に調べた．すなわち，力学系の「運動法則」のバラエティーを制御するパラメーター空間（多項

式の係数空間）を考え，パラメーターの変化に応じて安定な力学系がいったん不安定な力学系と

なり，さらにまた安定な力学系へと推移する，といった現象についての研究を推し進めたのであ

る．「外射線の理論」はとくにパラメーター空間の研究に有効で，いわゆる Mandelbrot 集合の

境界（境界は「構造安定でない 2 次多項式」の集合に相当する）がもつ複雑なフラクタル構造

も，やはり組み合わせ論的な情報で記述できることを示した． 

 

Goldberg-Milnor 予想． 『複素力学系の Goldberg-Milnor 予想』は以上のような背景のもとで

生まれる．Goldberg と Milnor は 1993 年の論文において，Douady-Hubbard の外射線の理論を

発展させるが，その際に着目したのが「周期点の退化と分岐」であった．とくに放物的周期点と

よばれるタイプの周期点は，複数の周期点が退化した状態であり，f を摂動させれば（すなわち

多項式 f の係数を微小変化させれば），退化していた周期点は複数の周期点に分岐する．このよ

うに，放物的周期点が摂動により分岐し，力学系が質的に変化する現象を力学系の放物的分岐と

いう．Goldberg と Milnor は外射線の組み合わせ論的な考察から，「放物的周期点をもつ多項式 

f は，安定な力学系の族が別の安定な力学系の族に移行する過程で生じるものであろう」と予測

し，次の予想を立てた：『放物的周期点をもつ多項式 f に対し，以下を満たす「特定方向の」摂

動 g が必ず存在する： f の放物的周期点は g の安定な吸引的周期点と反発的周期点のペアに

分岐するが，g の力学系をカオス部分（Julia 集合）に制限したものは f のそれの位相的変形に

なっている．』これは，放物的周期点をもつ多項式 f は「弱い意味での構造安定性」を持つこと

を示しており，g の属する力学系の変形族が穏やかに退化したものだと結論できる．また，摂動

の方向により放物的分岐を制御することで，パラメーター空間内で力学系の安定な変形族がど

のように配置されているかについて本質的な情報を得ることができるのである． 

 Goldberg と Milnor は「多項式」の力学系に対してこの予想を立てたが，まったく同じ文言で

「有理関数」が生成する力学系についての予想を述べることができる． 
 
 
２．研究の目的 
 

基課題について． 本研究の基課題である「Goldberg-Milnor 予想の解決に向けたμ-等角摂動

の研究」においては解決を目指したのは，この一般化された『Goldberg-Milnor 予想』（以下『GM

予想』）である．Goldberg と Milnor は多項式特有の組み合わせ論的な考察に基づいて『GM 予



想』を立てたが，当時はまだ 2 次多項式族のような比較的単純な例でしか成立が確かめられてお

らず，根拠に乏しいものであった．しかも有理関数に対してはそのような組み合わせ論的な議論

が適用できない．研究代表者は問題の解析的側面に着目し，予想の正否を退化 Beltrami 方程式

とよばれる偏微分方程式の解の存在にまで帰着させた．本研究の基課題の目的は，力学系不変な

退化 Beltrami 方程式の解法を追求し，『GM 予想』の肯定的解決を目指すことである． 

Beltrami 方程式とは等角構造（＝複素構造）の変形度をあらかじめ指定したとき，それを実

現する同相写像が満たすべき方程式である．たとえば擬等角写像はその解として典型的であり，

理論的にも十分に整備されているため，複素力学系の研究では欠かすことができない道具とな

っている．一方，退化 Beltrami 方程式とは「擬等角写像が解とならない Beltrami 方程式」のこ

とであり，一般には解の存在すら保証されない．複素力学系への応用も数えるほどしかなく，し

かも「退化の度合い」が十分に小さいものに限られていた．本研究で扱う退化 Beltrami 方程式

は「退化の度合い」が格段に大きく，既存の結果では歯がたたない．その代わり，変形度が力学

系不変な形で指定されているため，特殊な解法が存在すると期待される． 

本国際共同研究では，基課題で扱う退化 Beltrami 方程式に対し，数値解析的なアプローチを

試みる．具体的には，複素力学系全般への応用を視野に入れつつ，既存の Beltrami 方程式に対

する数値解析の手法を総括し，さらに退化した Beltrami 方程式について実現可能な誤差評価付

きの数値計算手法を作ることと，その実装を目指すものである．  
 
 
３．研究の方法 
 
退化 Beltrami 方程式の可解性についての一般論は確立されていないため，基本的な戦略として

は，退化 Beltrami 方程式を直接解こうとするのではなく，解に収束するような擬等角写像の列

を構成することになる．すなわち，「擬等角写像の理論」，あるいは，それが満たす「退化してい

ない Beltrami 方程式の理論」をベースに，その収束列が満たすべき性質を詳しく調べることが

重要である．「擬等角写像の理論」や「退化していない Beltrami 方程式の理論」は，1960 年代

から Ahlfors と Bers や Bojarski らによって解析的に使いやすい形に整備され，Teichmuller 理

論，Klein 群論の発展に本質的な寄与をした．一方で，（本国際共同研究のような）数値解析とい

う側面からの研究は，実質的に 1990 年代後半から 2000 年代にかけて成立したといっても良い

だろう．本国際共同研究では，既存の Beltrami 方程式の理論的解法や，その数値解析的実装に

関する文献を網羅的にチェックし，退化 Beltrami 方程式の解法として活用できそうなものを精

査する作業を行った．とくに，誤差評価も含めて解の存在を保証できそうなアプローチとして，

共同研究者である Gaidashev 氏らによる不動点定理とフーリエ変換を用いる手法や，Yanagihara

による大域解の構成法の一般化を目指した．数値解析の実装という部分では，Porter-Shimauchi

法を用いた Mathematica による Beltrami 方程式の解の可視化や，Julia を用いた Gaidashev-

Khmelev 法の実装に取り組んだ． 

 
 
４．研究成果 
 
・GM 予想の解決に必要な退化 Beltrami 方程式の解を構成するため，幾何学的函数論における

種々の成果を統合し，解が適切な Sobolev 空間に入るための条件や，パラメータをいれて恒等写



像に一様収束できるための条件について研究を行った．また，摂動前の（Julia 集合上の）力学系

に対し，それらの条件が満たされるための十分条件を与えた．たとえば，すでに GM 予想が成

立する「幾何学的有限」とよばれるクラスで，放物的周期点やその逆像の重複度が 2 の場合がそ

れに該当する．また，同様の議論がある種の Klein 群に対しても成立することが確認した．現在，

さらなる改良を試みつつ，論文執筆の準備をしているところである． 

・複素力学系やある種の Fuchs 群の擬等角変形を（数値的に Beltrami 方程式を解くことで）可

視化するプロジェクトをすすめ，これについて国内外の研究集会で講演を行った．  

・Gaidashev-Khmelev 法は Beltrami 方程式の台がコンパクトでない場合にも適用できる数値解

法だが，D. Gaidashev 氏と共同でその誤差評価の改良を目指し，Yanagihara による Beltrami

方程式の大域解の構成法を重みつき Young 不等式によって定式化する研究を行なった． 

・D. Gaidashev 氏と共同で，複素 2 次元 Henon 写像の horseshoe locus からの退化速度を評価

する研究を行なった．また，H. Inou 氏（京都大）と反正則 2 次多項式の力学系族について，

実 2 次元写像として同様の速度評価ができないかを考察した． 

・Y.-C. Chen 氏（Academia Sinica）と共同で，力学系の正則運動（各点の動きが正則関数にな

っているような擬等角変形）の退化の速度評価を行い，適切な経路を通って力学系が放物的周

期点をもつように退化させるとき，力学系が片側ヘルダー連続に退化するようにできることを

示した．また，そのヘルダー指数は放物的周期点の重複度のみに依存することを示した．この

成果についても，国内外の研究集会で講演を行った．また，関連論文を執筆し，雑誌に受理さ

れた． 

・以前，M. Kisaka 氏（京都大）と共同で，Mandelbrot 集合の境界に，「ほとんどすべての形

の」Julia 集合のコピーが，「ほとんど等角な擬等角写像による埋め込み」として，稠密に存在

していることを証明したが，その中核的手法にはバリエーションがあり，そのバリエーション

に基づいた証明を論文にまとめ雑誌へ投稿した． 

・J. Lee 氏（東工大）と共同で，非アルキメデス的力学系の Julia 集合が弱い拡大性（より正確

には，ある種の非収縮性）をもつとき，Julia 集合の各点ごとの軌道を安定に摂動できることを

示した． 
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