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研究成果の概要（和文）：整数論において、保型形式と呼ばれる関数とその L 関数は種々の算術的性質を記述する重
要な対象であり、本研究ではこれらに関し多岐にわたる成果を得た。たとえばいくつかの保型形式の構造定理や次元公
式の証明を与え、それを根拠に、定義や出自が全く異なる保型形式の空間が本質的に同じ算術的構造をもつという３種
類の新予想、またその一部が他のもっと易しい保型形式の空間から来るという３種類のリフティング予想等を提出した
。また我々の開発した微分作用素の特殊関数論を利用し、ある L 関数の特殊値を初めて明示的に計算し１９７６年の
ザギエ予想の証明や数論的応用を得た。他の新結果とも合わせ理論の総合的な発展に寄与した。

研究成果の概要（英文）：In study of the number theory, functions called automorphic forms and their L func
tions are important objects which describe various arithmetic properties. We gave many results on these in
 this project. Among others, we gave structure theorems and dimension formulas of some automorphic forms, 
and based on these, we proposed three precise new conjectures which claim that several spaces of automorph
ic forms whose definitions and origins are completely different have essentially the same arithmetical str
uctures. We also gave three new lifting conjectures which claim that some parts of such spaces of automorp
hic forms come from easier spaces. Using the theory we exploited on special functions associated with diff
erential operators, we newly calculated explicit values of some L functions, and gave a proof of Zagier's 
conjecture in 1976 and some number-theoretic applications. Together with other newly obtained results, the
se contribute to the development of the theory of automorphic forms. 
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１． 研究開始当初の背景 
２次斜交群の間の保型形式の対応予想、半整
数ウェイトと整数ウェイトのジーゲル保型
形式の対応予想や、ジーゲル保型形式上の微
分作用素等の研究を動機として、明示的跡公
式の開発や、保型形式の構成的研究や明示的
な構造定理が可能となりつつあった。 
 
２．研究の目的 
保型形式のヘッケ作用素の明示的跡公式の
研究を究極の目的としながら、保型形式につ
いて、種々の代数的・幾何的不変量の公式を
与える研究、構造的研究、構成的研究、の３
つを行うことが主要な目的であった。 
 
３． 研究の方法  
(1)研究集会の主催。２０１１年１０月３１
日から１１月５日に第１４回白馬ワークシ
ョップ「簡約理論と保型形式への応用」を開
催した(渡部隆夫と共催)。 また２０１２年
２月１８日から２２日にオマーン王国で行
われた「国際数学集会」では科学委員会委員
をつとめた。分担者若槻聡は２０１０ 年に
跡公式に関するサマースクールを主催し、分
担者桂田英典も２０１２ 年に白馬ワークシ
ョップ「保型形式、L 関数の特殊値、合同、
セルマー群」を主催した。また、連携研究者
池田保、落合理等が主催する研究集会で会場
費や旅費の一部を負担し、研究協力をした。 
(2) 内外の研究者との研究討論。国内外の研
究者と研究討論、共同研究を行った。この目
的のため、国内相互訪問を行ったほか、研究
代表者は、マイクロソフト研究所ほか８か国
の海外研究機関を１６回程度訪問し、研究打
合せや成果発表等を行った。また外国人研究
者を１５人程度日本に招聘し研究討論した。 
 
４．研究成果 
(1) 保型 L 関数の臨界値について。領域の
制限に関して保型性を満たす微分作用素を
用いて、具体的なベクトル値ジーゲル保型形
式の標準 L 関数の臨界値の計算を実行し、
Bloch-Kato 予想から想定される素数因子の
出現、３重積 L 関数の臨界値の容易な計算
法とその３次池田・宮脇リフトとの関係の予
想、このリフトと他のジーゲル保型形式の合
同の予想と実例などを与えた。他の応用とし
て、ラマヌジャンのデルタ関数に関する対称
４次 L 関数の５つの臨界値を、周期部分を
除き具体的に決定し、この比がザギエの予想
値と完全に一致していることを証明した。こ
れは１９７６年に数値が予想されていらい
初めての進展である。以上は桂田と Dummigan 
ないしは Poor, Yuen との共同研究である。 
(2) 志村型対応予想と Harder 予想につい
て。研究代表者は以前、レベル１の群におい
て、半整数ウェイト２次ベクトル値ジーゲル
保型形式（指標付）と整数ウェイト２次ベク
トル値ジーゲル保型形式の間の、Hecke 作用
素と可換な１対１同型対応予想を与えてい

た。今回、指標が付かない半整数保型形式と
の間にも、リフトの部分を除いては、正確な
１対１の同型対応があるという予想を、次元
の一致や数値例とともに提示した。これは指
標有と指標無が L 関数のレベルでは本質的
に同じであるという非常に意外な予想であ
り、また、整数ウェイトの保型形式の合同に
関する Harder の予想の半整数ウェイト版
が、同じ群上の保型形式間の合同ととらえら
れ、従って標準的な証明手段が想定できると
いう点でも極めて有意義な進展であった。 
(3) ジーゲル保型形式と斜交群の異なる実
形上の保型形式の対応について、２つの進展
があった。まず１９８０年代に研究代表者は
２次斜交群とそのコンパクト実形について、
パラホリック型の離散群に属する保型形式
の間のヘッケ作用素の作用と可換な同型対
応をいくつか精密に予想した。しかし、これ
はパラホリック群が極小の時、ないしは極大
のときの予想であり、３つの中間的なパラホ
リック群については、予想がなかった。 
ところが今回、実はこの３つの中間的なパラ
ホリック群の状況を上手に組み合わせると 
４元数的エルミート群の主種に対応するパ
ラホリック群との対応が予想できることが
わかった。これは精密な次元の比較と実例に
基づいた予想であり、これによれば１９６３
年に伊原によって与えられた、重複度１定理
が破れているように見える不思議な実例を
説明できる綺麗な予想である。以上はレベル
が素数の場合の結果であるが、これ以外に、
平方因子を持たないレベルに関するパラモ
ジュラー形式と、斜交群の異なる有理形の保
型形式との対応予想も、次元公式の比較をも
とに、新たに得られた（北山秀隆と共同）。
これは不定符号４元数環で決まる実形上の
ジーゲル保型形式へのリフトなどについて
の新しい現象の予言を含むものである。 
(4)３種類の新しいリフティング予想を提示
した。まず上述の (2) の志村対応予想に関
連して、楕円保型形式２つの組から半整数ウ
ェイトベクトル値２次ジーゲル保型形式へ
の単射のリフトの存在予想を実例とともに
提示した。次に、上述の (3) に関連して、
斜交群の分裂的でない２つの実形のそれぞ
れへの楕円保型形式２つの組からのリフト
を精密に予想した。(一部、北山秀隆と共同。）
そして、最後の予想は次の通りである。ウェ
イト１６の４次ジーゲル保型形式(レベル
１）で Poor と Yuen は L 関数の２でのオイ
ラー因子をすべて具体的に計算し、その中に
新しいリフトと思われる因子を発見して、そ
れが何かを Lifting Puzzle という名称で問
うた。これが２次ベクトル値ジーゲル保型形
式からのリフトであることを具体例で検証
した。(この部分は一部 Anton Mellit から
のアイデアでもあり、また Bergstroem と 
Raum も同じ例を検証していたことがあとで
判明した。）さらには２次ベクトル値ジーゲ
ル保型形式から、もっと高い次数のスカラー



値ジーゲル保型形式へのリフトを、かなり一
般的に整合的に予想することに成功した。こ
れは、ベクトル値からの精密なリフトの予想
としては、たぶん初めてのものである。 
(5) ヤコービ形式の理論について。１次のヤ
コービ形式の Taylor 展開係数が楕円保型
形式で記述されることは Eichler-Zagier 
によりよく知られていたが、一般の次数でも
係数はベクトル値のジーゲル保型形式で記
述されるという定理を与えた。また特に２次
で示数が小さい時に、これを利用してヤコー
ビ形式の加群の構造定理を与えた。副産物と
して、ウェイトが行列式部分のべき指数が８
以上の任意の既約表現について、ベクトル値
ヤコービ形式に関する対馬の明示的次元公
式予想を証明した。 
 (6)パラモジュラー形式のフーリエヤコー
ビ展開について。パラモジュラー形式の空間
の、自然な対合的自己同型についての固有部
分空間でのフーリエヤコービ展開係数は、あ
る種の対称条件を満たす。逆にそのような対
称条件を満たすフーリエヤコービ係数の集
合を形式的に与えるとき、これが実際のフー
リエヤコービ係数になるパラモジュラー形
式が存在するという予想を提出し、レベルが
４までの場合に、この予想を証明した。
（ Poor, Yuen と共同研究） 
(7) 微分作用素と特殊多項式論について。 
ジーゲル保型形式上の微分作用素で領域の
制限に対して保型性を保つようなものは、L 
関数の臨界値の計算や保型形式の構成に対
して重要な意味を持つが、そればかりでなく
微分作用素を決める多項式は新しい特殊関
数論としての独自の意味を持っている。特に
対角成分への制限の場合の多項式は古典的
なゲーゲンバウア多項式のもっとも自然な
拡張であり、研究代表者は Don Zagier と共
同研究を行っていた。今回４次の場合に全く
新しい代数的な母関数を得るという想定外
の結果を得て、２０年以上にわたる高次球多
項式の研究は可能な研究をやりつくした感
があり、共同研究の第一部は完了した。 
(8) 対称管状領域の保型形式に関する消滅
定理について。ジーゲル保型形式について、
どの程度フーリエ係数が消えれば保型形式
自身が消えるかという問題について、Poor 
と Yuen は、フーリエ係数から決まるある集
合が「核集合」と呼ばれる性質を満たすとい
う基本定理を証明して、実際の評価に応用し
た。これと同様の定理を任意の有界対称領域
で 管状領域になるものについて証明した。 
(9) 明示的跡公式は、多くの共役類について
寄与が計算できたが、中間的な結果なので性
質上論文としては発表していない。また超特
異アーベル多様体のモジュライの細かい構
造と４元数的エルミート形式の算術的不変    
量の関係について、いくつか定理を証明した。 
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