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研究成果の概要（和文）：トーリック・佐々木アインシュタイン計量の存在を証明し，その応用として，トーリック・
ファノ多様体の標準束上にリッチ流の永遠解を構成した．離散的でない自己同型群を持つ偏極多様体には漸近的Chow半
安定であるための障害となる積分不変量が構成できることを示した．これを用いて，トーリック・ケーラー・アインシ
ュタイン多様体で，漸近的Chow 不安定な例が構成できることがわかった．自己同型群が離散的な場合はそのような例
は存在しないことが S.K.Donaldson によって示されていた．コンパクト多様体上の縮小勾配リッチソリトンの直径を
普遍定数を用いて下から評価することに成功した．

研究成果の概要（英文）： A general existence result of toric Sasaki-Einstein metrics was established. As i
ts application, an eternal solution of Kaehler Ricci flow was constructed on the canonical line bundle of 
toric Fano Manifolds. 
 On polarized manifolds with non-discrete automorphisms, it is shown that there are integral invariants wh
ich obstruct asymptotic Chow semi-stability. Using them it is possible to show the existence of a toric Fa
no Kaehler-Einstein manifold which is asymptotically unstable. It has been shown by S.K.Donaldson that a p
olarized manifolds with constant scalar curvature and with discrete automorphisms is asymptotically Chow-s
table. 
 A universal lower diameter bound for compact shrinking Ricci solitons was obtained.
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１． 研究開始当初の背景 
 

AdS/CFT 対応とは弦理論におけるある種の

双対性である．この双対性は重力とゲージ理

論という全く違うように見える理論の等価

性を主張するものである．一般的言い方では，

低次元の佐々木・アインシュタイン多様体の

幾何が superconformal field theory と等

価であると主張する．従って前者の性質が後

者の性質に反映し，また後者の性質は前者の

性質に反映する．AdS/CFT 対応の一つの具体

的主張は次の予想が正しいという主張であ

る．予想は AdS5 を５次元反ドジッター空間

とし，S を５次元佐々木・アインシュタイン

多様体とすると AdS5 ×S 上の type IIB 超

弦理論は，4 次元の N = 1 超対称 quiver ゲ

ージ理論と等価である，というものである．

以上の研究の流れからわかるように佐々

木・アインシュタイン計量の存在問題は 

AdS/CFT 対応の研究の進展に大きな役割を

果たす． 

 
２．研究の目的 
 
本研究課題の目的は，理論物理における 
AdS/CFT 対応の研究の数学的基礎付けをゆ
るぎない形で与えることである． 当該研究
者はこれまで小野肇，Guofang Wang との共
同研究で高さ一定のトーリック・ダイアグラ
ムから作られる佐々木多様体は佐々木・アイ
ンシュタイン計量を持つことを証明した．し
たがって AdS/CFT 対応はトーリックの場合
は，トーリック・ダイアグラムという組み合
わせ的データと箙(quiver)との対応を与え
ることに帰着される．この研究課題が目指す
のものはこのような数学的な土台を築くこ
とである．一方，regular な佐々木多様体に
佐々木・アインシュタイン計量を与える問題
は Fano orbifold にケーラー・アインシュ
タイン計量を与える問題とまったく同じに
なる．この問題はこれまで当該研究者が研究
してきたテーマそのものである．すなわち，
このような問題は，ケーラー・アインシュタ
イン計量を持つ Fano 多様体を幾何学的不
変式論（GIT）の意味の安定性で特徴づけら
れると予想されている．この方向の研究も並
行して進めることも目的とする． 
 
３．研究の方法 
 
 本研究は複素代数幾何，複素解析，リーマ

ン幾何，シンプレクティック幾何など多岐に
わたる分野が関連するため，他分野の研究者
との交流を必要とする．そのため，国内外の
研究集会への参加，講演を通して研究交流を
行った．また研究室の大学院生も国内の研究
集会に多数参加した．また，国内外の研究者
を招いて以下のような研究集会を開催した． 
 平成 21年度は第 15回複素幾何シンポジウ
ムを菅平高原において開催した．この研究集
会は大阪大学・満渕俊樹，名古屋大学・小林
亮一，東北大学板・東重稔と共催する集会で
ある．21 年度は Weiyong He, S.K.Yeung 他，
複素幾何の研究者を招いて，講演，討論を行
った．また，第 5回日中幾何学研究集会を沖
縄 OIST で開催した．この研究集会は日本と
中国で隔年に開催する研究集会である．日本
側の組織委員は当該研究者の他，東北大学・
宮岡礼子，福岡大学・成慶明，大阪大学・満
渕俊樹などである．Gang Tian, Xiping Zhu
らが参加し，講演，討論を行った． 
 平成 22年度は第 16回複素幾何シンポジウ
ムを菅平高原において開催した． 22 年度は
P. Eyssidieux, D. Popovici 他，複素幾何
の研究者を招いて，講演，討論を行った．ま
た，第 5 回 Pacific Rim Complex Geometry 
Conference を名古屋大学，伊勢志摩で開催
した．この研究集会は日本，中国，韓国で毎
年開催していて，22 年度は日本開催の順番で
あ っ た ． Gábor Székelyhidi, Valentino 
Tosatti らが参加し，講演，討論を行った． 
 平成 23年度は第 17回複素幾何シンポジウ
ムを菅平高原において開催した． 23 年度は
Changzheng Li, Siu-Cheong Lau 他，複素幾
何の研究者を招いて，講演，討論を行った．
また，第 7回日中幾何学研究集会を東京工業
大学，河口湖で開催した．この研究集会は日
本と中国で隔年に開催する研究集会である．
日本側の組織委員は当該研究者の他，東北大
学・宮岡礼子，福岡大学・成慶明，大阪大学・
満渕俊樹などである．Gang Tian, 深谷賢治
らが参加し，講演，討論を行った． 
 平成 24年度は第 7回 Pacific Rim Complex 
Geometry Conference を京都大学で開催した．
京都大学・吉川謙一，大阪大学・満渕俊樹な
どと共同で開催した．日中韓の他，欧米から
も招待し，合計 17 人が講演し，討論を行っ
た．また，第 18 回複素幾何シンポジウムを
菅平高原で開催した． 
 
４．研究成果 
 
（１）高さ一定のトーリック・ダイアグラム
から作られる佐々木多様体は佐々木・アイン
シュタイン計量を持つことを証明した小野
肇，Guofang Wang との共著論文を Journal of 
Differential Geometry から 2009 年に出版
した．トーリック佐々木・アインシュタイン
多様体の錐多様体は Ricci 平坦なトーリッ
ク・ケーラー錐である.この内部構造として
色々な幾何構造を構成することは,トーリッ



ク佐々木・アインシュタイン多様体の錐多様
体の理解を深める上で有益である.曲率に関
する幾何構造を構成する一つの手段として
cohomogeity one 多様体上で常微分方程式に
帰着する方法がある.佐々木・アインシュタ
イン多様体の錐の場合,ほぼ同様の手法が使
えることがわかる.これはモーメント写像を
用いることにより,構成を概念的に明確化で
きる.その一つの結果として,トーリック
Fano 多様体の標準直線束の冪においてリッ
チ流の永遠解が存在することを Mutao Wang 
との共同研究で証明した． 
（２）2001 年に S.Donaldson は自己同型群が
離散的な偏極多様体が,スカラー曲率一定ケ
ーラー計量を持つならば漸近的 Chow 半安定
であることを証明した.その後満渕俊樹は自
己同型群が離散的でないなら漸近的 Chow 安
定性の障害があることを示し,更にこの障害
が消えるような偏極多様体の場合,スカラー
曲率一定ケーラー計量が存在するならば漸
近的Chow半安定であることを証明した.その
後,スカラー曲率一定ケーラー計量が存在す
るならば満渕の障害は消えるのではないか
という問題が提起された.当該研究者は満渕
の障害は次元と同じ個数のある積分不変量
が消えることと満渕の障害が消えることと
は同値であることを示した.更に小野肇と佐
野友二との共同研究で,これらの積分不変量
はヒルベルトシリーズの微分を計算するこ
とにより得られるを示した.これらの結果か
ら,スカラー曲率一定ケーラー計量が存在す
るならば満渕の障害は消えるのではないか
という問題は,次の Batyrev-Selivanovaの問
題が正しいかどうかが鍵となることがわか
った.二木不変量が消えるトーリックFano多
様体は対祢か?ここにトーリックFano多様体
は対祢とは,正則ベクトル場全体のなすリー
環の指標で,ワイル群の作用で不変なものは
0 に 限 る と き を い う . こ れ の 反 例 が
Nill-Paffenholz により与えられた.これに
対するヒルベルトシリーズの微分の応用と
して,スカラー曲率一定ケーラー計量が存在
するが漸近的 Chow 半安定でないトーリック
Fano 多様体の例が存在することが分かった. 
（３）Fano 多様体においては，乗数イデア
ル層と二木不変量の関係を明示的に表すこ
とができることを，佐野友二との共同研究で
示した． 

（４）コンパクト多様体上の縮小勾配 

リッチソリトンの直径を与えることに佐野
友二との共同研究で成功した． 
（５）リッチ流の自己相似解であるリッチ・
ソリトンの研究と並行して，平均曲率流の自
己相似解の錐多様体での発生について，
Huisken らの先行結果を拡張した． 
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