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研究成果の概要（和文）：「階層構造を持つ最適化問題とその周辺」の諸問題について様々な検討を行った。「階層構
造を持つ凸最適化問題」に対しては、１層目の最適化問題の目的関数が、必ずしも微分可能でない場合にも、２層目の
目的関数にMoreau正則化を適用することで、ハイブリッド最急降下法が適用可能となり、多くの問題が見通しよく解決
できることを明らかにした．その過程で非可微分凸関数最適化問題の応用として、近接写像を用いた疎情報適応学習や
テンソル補間問題のアルゴリズムを開発した。非凸最適化の例として、平均２乗誤差の不偏推定値に基づく低階数最小
分散擬似不偏推定法の最適ランクの決定問題、一般化固有値ベクトルの最良近似問題を検討した。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we have tackled the hierarchical optimization problem an
d its related topics.In the 1st part,motivated by recent elegant characterizations of the solution sets of
 convex optimization problems as the fixed point sets of computable nonexpansive mappings, we present an a
lgorithmic selection of an optimal point in the solution set of a convex optimization problem based on the
 hybrid steepest descent method and the Moreau regularization. In the process, we also developed proximal 
type  algorithms for the sparsity aware adaptive learning problems, convex optimization algorithms for the
 tensor completion problems.In the 2nd part, we tackled mainly case studies of the hierarchical nonconvex 
optimization problems. These include, e.g., the optimal rank selection of the minimum-variance pseudo-unbi
ased reduced-rank estimator (MV-PURE) for ill-conditioned linear inverse problems. and the generalized eig
envalue problem for efficient adaptive subspace extraction.  
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１． 研究開始当初の背景 
 
信号処理工学は「ガウスの最小 2 乗推定法」
を源流としており「与えられた条件下で所望
情報の最良近似を達成すること」を至上命題
としてきた。申請者は「従来の信号処理工学
には与えられた多様な情報の優先順位を正
確に反映させる方法が確立されていない」こ
とに注目し、多くのケーススタディで『階層
構造を持つ最適化問題』として最良近似を試
みた結果、情報の優先順位が正確に反映され、
“ 所望情報の推定精度”が極めて効果的に
改善されることを発見していた。 
 
２．研究の目的 
本研究では次世代信号処理工学を支える指
導原理として「信号処理問題を『階層構造を
持つ最適化問題』としてモデル化する方針」
を提唱するとともにこの問題に対する見通
しのよい解法を与え、その成果を一般原理と
する汎用性の高い強力な新信号処理方式を
開発することを目的としている。言い換える
と、報告者のグループが 1995 年以来、数多
くのケーススタディを通じて積み重ねてき
た知見を整理・統合し、次世代信号処理のパ
ラダイムとして集大成するプロジェクトと
位置付けている。「階層構造を持つ最適化問
題」とは、以下のような２ステージからなる
最適化問題の総称である。まず、第１ステー
ジの「制約条件付き最適化問題１」の解の集
合Ｓ（とよぶ） が空でない状況を仮定する
（一般に最適化問題の解は一意に決まらな
い）、第２ステージの「制約条件付き最適化
問題２」では、第１ステージの最適化問題の
全ての解の集合Ｓ を「第２ステージの制約
集合」とみなし、集合Ｓ上で新たに用意され
た第２の目的関数の最小化が要請されるの
である。この問題は最適化理論でも殆ど未検
討の難問であるが、「所望情報の推定精度」
が著しく改善されることを発見している。 
 
３．研究の方法 
 
A. 凸最適化の場合 
ヒルベルト空間上に定義された「階層構造を
持つ最適化問題」の第１層目と２層目が共に
凸最適化問題であるときには１層目の最適
化問題の解集合を非拡大写像の不動点集合
として特徴付ける方針が有効である。２層目
の目的関数がヒルベルト空間のノルムで与
えられる場合には、「拡張された Haugazeou
のアルゴリズム」を用いたアルゴリズムが適
用できる。逆問題に登場する凸関数は下連続
な真凸関数(Proper lower semi-continuous 
convex function)が広く利用されている状況
にあるため、拡張された Haugazeou のアル
ゴリズムを基本アルゴリズムに使う方針は
応用を著しく制限してしまう。一方、下連続
な真凸関数の中で、劣微分のレゾルベントが

計算できるクラスの凸関数が広く逆問題に
採用され有効性が確認されている。劣微分の
レゾルベントが計算できるクラスの凸関数
はリプシッツ連続な勾配を持つ滑らかな凸
関数(Moreau Envelope)によって任意の精度
で近似できることが知られている。この事実
は、ハイブリッド最急降下法を Moreau 
Envelope に応用する方針が有効であること
を示している。最適化問題の解集合を非拡大
写像の不動点集合として特徴付ける方針は
スパースな情報ベクトルのオンライン学習
問題を考える上でも有効である。関連研究と
して、この問題にも取り組んだ。 
 
Ｂ．非凸最適化の場合 
 
代数的連続位相復元を基盤とし、位相推定問
題を「階層構造を持つ最適化問題」として定
式化するための準備として、数値的不安定性
の解消など、いくつかの重要な課題に取り組
んだ。 
 
４．研究成果 
 
次節(「主な発表論文等」)に見られるように
本研究プロジェクトでは極めて多くの研究
成果を挙げることができた。特に代表的な成
果に絞って説明する。 
 
Ａ．オンライン部分空間追跡問題に対する研
究成果 
(i) 時々刻々変化する２つの「自己相関行列
の推定値」の一般固有部分空間を適応学習す
る適応問題に対して，低計算量で高速で安定
した収束性能を備えた「一般固有部分空間追
跡アルゴリズム」が待望されている。ところ
が，これまでに提案されていたアルゴリズム
の多くは収束を保証するステップサイズの
範囲すら未解明であり，精密な収束解析が確
立 さ れ て い な か っ た 。 本 研 究 で は 
Normalized PAST アルゴリズムと呼ばれる代
表的な 「一般固有部分空間追跡アルゴリズ
ム」に注目し，その Deterministic Discrete 
Time モデルに対する精密な収束解析を与え
ることに成功している。その結果，収束が保
証されるステップサイズの範囲が明らかと
なり，収束速度を高めるステップサイズ，安
定な定常特性を実現するステップサイズな
どの重要な設計指針を得ることができた(論
文⑧と⑩)。一般固有部分空間は一般化
Rayley 商の非凸最小化問題の解集合であり，
Normalized PAST アルゴリズムの収束値は初
期値から一般固有部分空間上への直交射影
となっているため, Normalized PAST アルゴ
リズムは階層構造を持つ非凸最適化問題の
解法の一例になっている。 
(ii)  Moller と Axel は，標準的な N 次元
固有値問題がN+1次元空間に定義されたある
種の非凸関数の停留点を求める問題に帰着
できることを示すとともに，準ニュートン法



のアイディアを利用してこの停留点を逐次
近似するアルゴリズムを提案していた
(2004)。このアルゴリズムに精密な収束解析
がないが、  数値例はこのアルゴリズムの優
れた収束性能を示唆している。本研究では, 
Moller と Axelのアイディアを一般固有値問
題に拡張するとともに，準ニュートン法に正
規化操作を加えた２種類の Adaptive 
Normalized Quasi-Newton アルゴリズムを提
案し、それらの Deterministic Discrete Time 
モデルに対する精密な収束解析を与えるこ
とに成功している(論文⑨)。その結果，提案
アルゴリズムが従来のアルゴリズムに比べ
て優れた安定性と高速な収束性能を各々備
えていることが明らかとなった。 
 
B. 分離型近接写像による画像成分の分解問
題への応用 
 
単一画像を構造成分（Cartoon）とテクスチ
ャ成分（Texture）に分離する問題は、画像
解析・復元・認識等に極めて重要な課題であ
り、多くの方法が提案されてきたが、テクス
チャ成分の複雑で多様な性質を特徴付ける
ことは困難であり、決定打を欠く状況が続い
ていた。本研究では、局所的なテクスチャ成
分は「適切な回転を経た後に低ランク行列で
良好に近似可能」であることに着目し、テク
スチャ成分を特徴付ける関数として「ブロッ
ク核ノルム」を提案している(論文①)。本研
究では、成分分離問題にブロック核ノルムを
使い、制約付き凸最適化問題として定式化し、
これを ADMM(Alternating Direction Method 
of Multiplier)を用いて解くことを提案して
いる。数値実験の結果から、提案法によって
従来の手法が苦手としていた「輪郭・エッジ
成分とテクスチャ成分の分離」がほぼ理想的
なレベルで達成できることを確認している。
論文⑪ではカーブレットを用いる方法を提
案しており、2014 年度の電子情報通信学会論
文賞の受賞が決定している。 
 
Ｃ．「代数的連続位相復元法」の一般化と数
値的安定化に関する研究 
 
代数的連続位相復元法 (Yamada et al 
1998)と、関数データ解析のアイディアを
融合することにより、位相アンラップが鍵
となっている多くの信号処理問題(SAR, 
SAS, MRI, 物体の形状推定)に広く応用す
ることが可能となる。本研究では、代数的
連続位相復元アルゴリズムの関数の極値分
布情報決定への応用、数値的不安定性の解
消、２次元位相アンラップの一意決定性 の
条件の解明など多くの進捗があった（論文
⑦と論文⑭）。 
 
Ｄ．Cayley-Dickson 数で表現された線形シ
ステムの代数的性質とオンライン学習への
応用 

 
Cayley-Dickson 数は、実数、複素数、四元
数(Quaternion)、八元数(Octonion)、16 元数
(Sedenion)など代表的な超複素数を含む体
系として知られており、最近、四元数や八元
数を信号処理や機械学習に利用するための
研究が世界中で盛んにおこなわれるように
なった。ところが、四元数以上の超複素数で
は乗法演算の交換則が成立せず、八元数以上
では乗法演算の結合則も成立しなくなるた
め、超複素数を利用した高度な最適化や学習
アルゴリズムを構築するには大きな困難が
立ちはだかっていた。本研究では、
Cayley-Dickson 数で記述されたシステムを
見通しよく、解析・設計したり、強力な学習・
最適化アルゴリズムを実現するために、実数
のみを用いた等価なシステムに翻訳する代
数的な方法を世界ではじめて開発すること
に成功している。提案法は２種類の重要な同
型写像を用いて構成することが可能なため、
それらの代数的性質を数多く解明している。
さらに、信号処理や機械学習への応用に狙い
を定め、Cayley-Dickson 数の領域で適応射
影劣勾配法とこれを用いたオンライン型の
非線形カーネル学習アルゴリズムを実現し
ている(論文②)。  
 
E. 準非拡大写像の不動点集合上の凸関数最
小化 
 
準非拡大写像の不動点集合上で凸関数を最
小化する問題にハイブリッド最急降下法を
応用するアイディアを周辺の数学的事実と
ともに体系的に示すことに成功している
（㉕は、不動点理論の逆問題への応用に関
する国際研究集会での招待講演の成果をま
とめた論文であり、査読を経た後、専門書
の Book Chapterとして出版されている。
学会発表①と学会発表③はこれに関連する
いくつかの新たな研究成果に関する招待講
演である)。 
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