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研究成果の概要（和文）：1.Eichler 積分の拡張である Residual modular forms と周期的 Eichler コホモロジー群
を定式化し、非可換調和振動子(NcHO)のスペクトルゼータ関数の特殊値の研究を進めた。
2.奇関数の場合にのみ知られていたNcHOのスペクトル問題とある種のホイン方程式の正則解の存在の問題との同値性を
完全に示した。副産物として、ホイン方程式のモノドロミー表現を用い固有値の縮退についての懸案の疑問を解決した
。
3.NcHOと量子 Rabi モデルの間の関係を導いた。

研究成果の概要（英文）：1.We described the special value at s=4 of the spectral zeta function of the non-c
ommutative harmonic oscillator (NcHO) by introducing the notion of residual modular forms, which is a gene
ralization of Eichler integrals. With this investigation, we introduced the periodic Eichler cohomology gr
oups and determined the structure of certain congruence subgroups of SL_2(Z).
2.We showed a complete description of the eigenvalue problem for NcHO, which is defined by a matrix-valued
 self-adjoint ordinary differential operator, in terms of Heun's ordinary differential equations (Only the
 odd case was given by Ochiai in 2001). As a by-product, using the monodromy representation of Heun's ODEs
, we proved that the multiplicity of the eigenvalue of NcHO is at most two.
3.We described a connection between the quantum Rabi model and NcHO, employing principal series of sl2 and
 confluent procedure of Heun ODE.
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１．研究開始当初の背景 
 
 
スペクトル問題は, 連携研究者落合により 
Heun ODE(４点に確定特異点を持つ Fuchsian 
ODE）のモノドロミー問題へ帰着され, さら
に接続問題が論じられるなど，特殊関数の研
究と関連が深い. また申請者らにより明ら
かになった楕円曲線のモジュライとの関係
は, Zagier, Haran らの強い関心を引くなど, 
その豊かな数学的構造が示されつつある． 
他方, (擬)微分作用素の正値性などへの興味
か ら , よ り 一 般 の 行 列 型 作 用 素 が 
Hörmander, Brummelhuis，Parmeggiani らに
より研究されている. さらに最近では，谷口
により，熱核の Wiener 積分を用いた確率解
析の立場からの研究も始まっている． 
α行列式は，分担者白井と高橋陽一郎による 
Fredholm 行列式に付随する点過程の研究で
も重要な役割を果たした.  
申請者は, 自明表現と交代表現の表現とし
ての補間理論の構築を動機にα行列式の表
現論の研究を開始した. α行列式で生成さ
れる GL(n)-巡回加群では, αが分割λの 
content 多項式（Macdonald の対称関数の教
科書）の根（特異値）のとき，λを最高ウェ
イトとする既約表現は分解には寄与しない
ことがわかった. 
 
 
２．研究の目的 
 
 
①非可換調和振動子の数理の研究を展開し、
関連する数学を深めることである。とくにそ
のスペクトルの表現論的研究と楕円曲線や
保型形式といった数論的な性質の理解を深
めることにある。 
 
②α行列式の表現論・不変式論的研究と、そ
の応用研究を進めること。 
 
 
３．研究の方法 
 
国内外の研究協力者や連携研究者との共同
研究を中心として、関連する領域の研究者と
の情報交換（国際会議等での講演、国内外の
ワークショップへの参加や講演など）を通じ
ての研究を進めた。 
 
 
４．研究成果 
 
①非可換調和振動子のスペクトルゼータ関
数の特殊値の研究を進めた。これにより、通
常の保型形式の枠組ではつかまらない特殊
値を、Residual modular forms という Abel 
積分・Eichler 積分の拡張概念を導入し、記
述することに成功した。 

さらには、関連して周期的 Eichler コホモ
ロジー群を導入し、その構造をある程度まで
解明することができた。 
さらに、非可換調和振動子と量子相互作用モ
デルの理論の代表格である量子 Rabi モデル
の間の関係を、表現論とホイン方程式の合流
という観点から発見した。 
また、非可換調和振動子の提出以来懸案であ
ったスペクトルの縮退問題について解決し
た。 
 
②α行列式の生成する一般線型群加群の研
究から現れたリース行列式（左からの対称群
のリース積と右からの一般線型群の作用の
相対不変式）を用いた、群行列式の拡張概念
である「群ペアリース行列式」を、群とその
部分群に対して定義し、研究を行った。 
とくに群が有限アーベルグ群とその部分群
の場合に、変数の特殊化を行った上で、完全
に決定した。 
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