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研究成果の概要（和文）：数論に現れるアルゴリズムを中心にその可測力学系としての性質を研

究し、エルゴード理論、ディオファンタス近似論、一様分布論の新しい研究成果を導き出した。 
とりわけ、非アルキメデス的数体上の非同次ディオファンタス近似論、非アルキメデス数体を

係数とする多項式に対するユークリッドアルゴリズムの計算回数の評価、区間交換に対する 
Rauzy induction のエルゴード理論的性質、実数に関する多次元連分数アルゴリズム、一様分

布の誤差の広がりに関して新しい所見を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied some properties of algorithms, mostly appeared in number 

theoretic algorithms, as measurable dynamical systems.  In particular, we focused 

problems related to the projects in below and got a number of new results. The projects 

we focused are the following : (1) inhomogeneous Diophantine approximations over 

non-Archimedean fields, (2) estimates of costs of Euclidean algorithms over polynomials 

of coefficients in a finite field, (3) ergodic properties of Rauzy induction, (4) 

multi-dimensional  continued fraction algorithms, (5) discrepancy problems of uniform 

distributions.  
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可測力学系の研究を行ってきた。この研究成
果から多くの新たな研究課題が派生し、さら
に継続、発展させる必要性が生じた。また、
日本学術振興会とフランスの CNRS との協
定による SAKURA プロジェクトにより新た
な研究を始める海外の研究者との研究ネッ
トワークが強化された。 
 
２．研究の目的 
これまでの研究成果をアルゴリズム論に結
び付けることで可測力学系の新しい研究の
流れに新たな視点を与えると同時に様々な
数論的アルゴリズムの持つ確率論的性質を 
明らかにすることを目的とした。またコンピ
ューターによる計算の手順のコスト評価に
関する問題、乱数の生成などに関連する一様
分布の誤差の評価、Teichmuller flow のエル
ゴード理論など周辺諸分野に新しい所見を
与えることも目的の一つである。 
 
３．研究の方法 
研究代表者・分担者および国内連携研究者が
研究テーマごとに下記のグループに分かれ、
研究討論などを通して研究を進めると同時
に、海外研究連携者とは電子メールを通して
研究連絡を行った。また、適宜、研究集会を
行いグループ間の情報交換を行うと共に海
外研究機関訪問、国外研究者招聘により海外
連携研究者との共同研究を行った。研究の主
な数学的手法は研究開始段階ではエルゴー
ド理論、確率論、数論、組み合わせ理論、最
適化理論、複素解析の各分野から選ばれてい
る。その後、各テーマごとの進展に応じて、
いくつかの手法を組み合せながら同時に新
しい手法を作り出して行く。 
 
グループ１ 仲田、夏井 
α連分数のエルゴード理論、ユークリッドア
ルゴリズムの作る力学系の研究 
グループ２ 勝良、浜、吉田、江居 
アルゴリズムから生成される記号力学系と
それに付随するサブスティテューションの
研究 
グループ３ 福山、厚地、田村（要）、宮崎、 
盛田 
一様分布論の研究、および、数論的アルゴリ
ズムから生成されるランダム行列の確率過
程としての研究 
グループ４ 田村（明）、仲田、石川 
アルゴリズムのエルゴード理論的取扱いと
その応用 
 
４．研究成果 
(1) ディオファンタス近似論の中で有理数
による近似の特に良いものが、力学系の挙動
を悪くすることがしばしばある。そのような
数の中で一つの典型である Brjuno 数に対し

て、Semi-Brjuno 数の概念を新たに導入し
Brjuno 数の新たな特徴づけを行うと同時に
付随する Brjuno 関数の性質を導き出した。
また、α連分数に対して Brjuno 関数の概念
を拡張しα連分数のエルゴード理論的研究
の可能性を広げることに成功した。また, 数
論的な側面としては、αが正の場合のα連分
数展開に関して Legendre 定数が必ず存在す
ることが証明され、その値の評価が与えられ
た。この結果はα連分数変換の natural 
extension の構成問題と深く関連していると
考えられる。この研究に誘発され、その後、
オランダ・フランス・イタリア・アメリカの
研究者達によりα連分数変換に関する 2008
年の仲田・夏井による予想が解決された。α
連分数変換のエルゴード理論的性質、数論的
性質については多くの未解決問題が残され
ており、本研究グループ、イタリアグループ、
オランダ・フランスグループの間で互いに競
い合って研究を進めている。なお今回の研究
は仲田（代表者）、夏井（分担者）とイタリ
アの Scuola Normale Superiole の S. Marmi、
L. Luzzi との共同研究による。この共同研究
を通してイタリアの研究グループと本研究
に加わっている国内研究者との将来に向け
た研究交流が確立された。 
 
(2) 非同次ディオファンタス近似の測度論
的研究において、Kurzweilの定理は長いこと
忘れ去られていた。近年この定理がその意味
することの重要さと相まって再び注目を浴
びている。本研究ではこの定理が正標数を持
つ形式的べき級数の場合でも成立すること
を示すことに成功した（韓国の Dong Han Kim
との共同研究）。この成果はさらに除外集合
の詳細な分類へと研究が発展している。これ
ら結果を米国の研究者 J. Chaika による非同
次近似の研究との対比させることにより、当
初の予想と異なり形式的べき級数の場合に
は実数の場合と異なった近似の性質が現れ
ることが明らかになった。 
 
(3) 多次元連分数に関しては多くの異なった
アルゴリズムが考えられている。その中でオ
ーストリーの F. Schweiger により提唱され
た fully subtractive algorithms について
はそれが散逸的であるかどうかについては
長年の間未解決であった。この問題について、
実際に、散逸的であり、特別な場合を除いて
エルゴード的にならないことを証明した。こ
れはオランダの R. Fokkink, C. Kraaikamp
との共同研究である。 本研究成果の公刊後、
フランスの A. Nogueira達により、上記特別
な除外ケースで３次元の場合について、
fully subtractive algorithm がエルゴード
的になることが証明された。しかし、一般次
元の場合にもエルゴード的になることは予



想されるもののまだ証明は与えられていな
い。この問題は今後の課題となっている。 
 
(4) Interval exchangetransformation の研
究は 1980 年初頭の W. Veech と H. Masur に
よる Keane 予想の解決から Teichmuller  
flowの研究と相まって大きく進展した。その
中で W. Veech による Rauzy induction の
natural extension の構成は大きな役割を果
たしている。今回の研究では, 正規化された
Rauzy induction に対してその定義域の中の
部分集合に Daring-Kac 集合が存在を示した。
これにより Rauzy induction が pointwise 
dual ergodicity とよばれる非常に強い性質
を持つことを示すことが分かる。このことは
interval exchange maps か ら 作 ら れ る
Teichmuller空間上の flowが非常に強い混合
性を持つことに対応している。その後, フラ
ンスの A. Nogueira たちにより正規化しない
Rauzy induction が exact であることが証明
された。今後 Rauzy inductionの持つエルゴ
ード理論的性質の解明は Teichmuller flow
の研究との対比で重要になると考えられる。 
 
(5) ユークリッドアルゴリズムのコスト関
数とはアルゴリズムが終結するまでの計算
回数を表す関数を意味する。これまでにフラ
ンスの B. Vallee達によりアルゴリズムの回
数やアルゴリズムによる掛け算の回数を表
す bit cost と呼ばれる関数の評価などが行
われてきた。今回の研究ではこの bit cost
を精密化し fine bit costの概念を導入した。
この関数に対して大数の法則が成立するこ
とを組み合わせ論的数え上げの方法とエル
ゴード理論的方法を併せて証明した。この成
果はいったん論文としてまとめ上げたが、そ
の後、さらに生成関数の方法を用いることで
中心極限定理まで示すことができることが
判明し、現在論文を改訂中である。この方法
論を用いることにより、従来の方法では困難
とされていた 3個以上の多項式に対するユー
クリッドアルゴリズムのコストが評価出来
ることになる。その場合、ユークリッドアル
ゴリズム自体が一通りでないが、アルゴリズ
ム間のコストの比較が fine bit costを通し
て可能になった。この問題も現在継続して研
究を進めている。 
 
その他下記のような新たな研究成果を得た。 
(6) linear growth を含む gap series の
discrepancy に対して重複対数法則が成立す
ることの証明を与えた。また、small gap を
持つ lacunary sequenceの discrepancy に対
して重複対数の法則を a.e.で証明した。 
 
(7) Hadamard 条件を満たす(小さな gap を持
つ)三角級数の和に関して中心極限定理が成

立することを証明した。により関してる問題
は古くから研究されているが、本研究では古
典的問題に関して重複対数の法則、中心極限
定理、discrepancy の評価などについて新た
な結果を得た。この問題の詳細な議論は現在
も引き続き行われている。 
 
(8) 完備放物型ケーラー多様体上の有限お
よび無限エネルギーを持つ解析関数の値分
布を熱拡散に対する Nevanlinna 理論を用い
て新たな評価を得た。 
 
(9) substitutions のあるクラスを考え、そこ
に primitive components の概念を導入した。
このクラスは primitive あるいは almost 
primitive となる substitutions を含み、ま
た Chacon substitutionも含んでいる。この
クラスに属する substitution に対して、そ
れから作られる subshift を考える。そのと
き primitive components に応じて disjoint
な集合に分解されその各々に対して unique
な不変測度を持つことを示した。Brattelli 
diagramを用いずに subshiftの理論のみでこ
の結果が証明できたことは、substituion と
その dynamics の研究の中では大きな意味を
持つ。 
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